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Ouvrage dans lequel on a renfermé les propriétés eflTentielle». 
à l'intelligence du mouvement des corps qui font leurs ré- 
volutions dans quelqu'une de ces courbes,fuivastles loix de 
la gravitation univerfêlle.. 
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AVANT-PROPOS. 

G E petit Ouvrage 5 qui. contient fix Chapi- 
tres j eftcbmpofé de deux Parties. Dans 
les quatre premiers qui font la première Partie, 
Je me fuis prcmpfé cle réunir tout ce qui feroît 
abfolumeni nécèflaire pour ceux qui voudroient 
Tenfeigner dans une clafle de Philofophîe. J^ài 
tâché de donner à mes Ûémonftrations toute 
la facilité & la précifion dont elles pouvoient 
être fufceptibles. On a eu foia ,de mettre en pîus 
petits caràdères quelques pfopofitions qui me-, 
S ritoient de trouver place dans ce petit Trai- 
^té, quoiqu'elles hé fuflentpas atfolument né- 
^ ceflaires pour Tintelligence des fuiyantes ; aînft 
' ;3Lon pourra les pafler , fî on te juge à propos. Les 
! 'Videu^c derniers Chapitres qui forment la féconde 
^^ Partie 5 font une efpéce d^introduÀion à Tana- 
( ^ lyfe des fuites & aux nouveaux cafîculs. J*aî eu 
C> principalement en vue ceux qui voudroient paf- 
ler au-delà des Elémens , & s'inftruire par eux- 
mêmes des principales découvertes que Ton a 
faites par le moyen de l'analyfe moderne. Il y a 
cependant dans le cinquième Chapitre deux 
Théorèmes néceffaires pour Fintelligence du 
mouvement des corps dans les Serions Coni- 
ques , fuivant le fyflème de la gravitation univer- 
felledeM^Newton* Les Démonftrations font 
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iv . yîv A NT --Propos» 

un peu plus ferrées dans cette partie, & Ton a. 
tâché d'y mettre beaucoup de chofës ^n peu de* 
mots y faBS nëgtigeF néanmoins la- clarté qui fait 
le principal mérite de ces fortes; d'Oi^vrâg©6.- 

TeLeft à ç)eurptès l'idée général^ de ce petit 
Traité, Conime on pourroit S'imagirifel: qUe ce 
n'eft qu'une répétition de. ce que 1 oh tfqiivè fur 
Ces courbes dans tous les Ouvrages qui ^ën o'nic 
parlé , le fuis obligé * d^entrer diris ^ n& icèrtaifi- 
détail fur chaque Chapitré' ëri'patuciulîëti'àfi^^^^ 
que chacun puifle jugerde"'c^ *<^uf po'tu^^ ^'*^P'. 
partehir , au moins dïihs^iâ manière dé ptéfentetj 
des vérités déjà cbnnijës depuis -lôilg-teàïS* : 

Dans le preniier ^ après avoir doniié'ia défi-/ 
nîtibn du cône fit de fës différentes efpéces ; 
apirèç avoir montré comment les «Sf(J?i^i25 Coni-^ 
ques peuvent s'y formerai j'explique ce que c'eft' 

S je l'équation d'une courbe. (Jette définition ap- 
^ îquée au cercle faitvoîr comment ces équa- 
tions peuvent fçrvîr à décrire les courbes aux-' 
quelles elles appartiennent, 6c à découvrir leurs* 
principales propriétés. Ce premier Chapitre eft 
une Introdu£lîon à l'Ouvrage entier. Les trois 
Chapitres fuivans font deftînés à examiner en 
particulier chacune des trois Sedions Coniques, 
De la defcrîptiqn de ces courbes fur un plan par 
leurs foyers, on déduit leurs principales proprié^ 
tés par rapport aux axes ; & enfuite on démon- 
tre qu'elles ontauffi lieu pour les diamètres , d'où 
l'on tire Téqu^tion propre à chacune en partiçu-^ 
lier. On cherche enfuite l'exprcffion algébrique 



des lîgneis principales ,. telles que les paramètres f 
les tangentes y léS fou-tangentes , les normales^ & 
Jhu^mrmaleSé '- - - • \ \ -, 

• Après avoir âînficoîrfîdérë chacune de ces 
courbes féparémèfit yen doî^^ le cinquie-* 

me Chapitre une" cônSruabitbbmHfuw à toute» 
les trois , qui ri'éft'qu^an câs^^p^^^^^ dune- 

autre encore plus générale, & que î-6h s'efrcbh-* 
tenté d'indîqùet* Par le moyen dje cette defcrîp-^ 
tîon , i onpêut traiter à la foisl'fellipfe & Thyper- 
hblei ces deux courbes dont les formes font fî 
différentes , paroifTent n'en plus faire qu'une 
feule > tant elles fympatifeht dâhsléufs proprié* 
tés dont les expreffionsal^^rîqueS'iîe différent 
eue par les fignes* E^ Parabole qui èft la limite 
Ge lellipfe & dé l'hyperbole fe déduit égale*' 
ment de Tune ou de Tautre & peut fë cômpter> 
comme on le juge à propojs, danslé genre ellip- 
tique ou hyperbolique». Le fréquent ufage que 
Ion fait de Tinfira pour arriver à des réfultats 
déjà connus & démontrés pft^lefifti^familiarife,^ 
pour ainfi dire , les Commençans avec cette idée 
métaphyfique , & leur fait voir avec quelle pré- 
caution ils doivent traiter une matière fi délicate. 
On trouve dans ce Chapitre une théorie des 
rayons de courbure pour chaque Seâîon Conique >. 
avec leurs expreflîons algébriques. J^ai-auffi 
ajouté quelques Problêmes dont j'aurois pu faire 
des Théorèmes ; mais j'ai mieuxaimé fuivré la 
méthode analytique^ parce que la folution & la 
çonflruâion fe ttouvent tout d'un coup démon-! 
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VJ ^V ANT'PttOPOS; 

trées par la fuite même des opérsptions. 

Enfin ^ le (ixîeme Chapitre. ^ eâ comme ncjus 
Favons déjà dit, une ihtroduaîon à l'analyfe des 
i^nis & aux nouveaux calculfgat, le moyennes 
fiiites dont je domxe une théprie- nouvelle.. Ppyr 
priver à cette th^ie , }e commence par la dé- 
finition des. cercles & des çpnes des ordres fupé- 
rieus^ y d'où Ton tire fur le champ les équations 
auxSeâio&s Coniques des différens degrés. 
Epfoite un Théorème nouveau fur les progref^ 
ffons Géométriques, & que fon Auteur * avait 
donné fans dénaonftration ^me fournit u» moyen, 
fort fimpl^ d'arriver à 1 expreflîon générale dei: 
fou-tangentes de toutes les courbes du genre pa^ 
rabolique. De-rià je pafTc par des Théorêiges, 
connujî à la quadrature de ces menées courbes à 
laquelle je rapporte celles de toutes les autres 
courbes qui ne font qu'un aifemblage d'ordon- 
nées de couches parabolîques'dont le nombre eÔ 
fini ou infini> fuivant que l ejtpïeflion algébrique 
de l'ordonnée peul^fe réduire à. une fuite d'un 
nombre de termes fini ou infini j ce qui me 
donne occafion de faire rémimération des diffé- 
rentes quadratures algébrique?^ des courbes. Je 
ferais preique affuré que M.'Newff3ia eft arrivé 
par une route femblable à la découverte du 

"^ Ce Théorème qui eâ de M. Landen Géomètre Angloîf « m'a 
été communiqué par une perfômie i'uti rare mérite dans les- 
Mathématiques â qui^ j'avoîs fait part de la^ manière <k>nt je 
voiilois arrives à la Théorie des fuites par la quadrature des 
courbes du genre parabolique « fans fuppofer autre chofeque là 
foimnaiion^es termes 4'uoe psogreffictir géométrique» 
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Avant-Propos. vq 

calcul des fluxions y' dont celui-ci ne diffère qu*eû 
ce que je fais la fluxion de rabfciiTe égale à 
l'unité , comme la fait M. Newton lui-même, 
dans un Ouvrage auquel je renvoyé le Ledeurl 
Les perfonnes au fait de la matière > n'accufe*- 
ront pas ce grand homme d'avoir commencé au 
hazard par la quadrature des courbes du genre 

Earat>olique. Cette théorie des fuîtes une fois éta^ 
lie 5 je reviens à la quadrature algébrique des 
Seâiôns Coniques* Je cherche par le même 
moyen les aires des trapefes & des feûeurs hyper* 
boliques; ce qui me conduit naturellement à 
la théorie des logarithmes qui n'ef! que préfentée 
dans la plupart des Traités de Serions Coniques> 
& qui ne fe trouve dans un certain détail que 
dans les Ouvrages que Ion regarde, communé- 
ment comme fort audeflTus des Elémcns ; j^aî 
expliqué ce qu'il y a de plus intérefîant fur céi 
nombres qui doivent partager à jamais avec leut 
inventeur, l'admiration de tous les Calculateurs; 
On y trouvera la manière de calculer les loga^ 
garitbmes des tables pour les nombreâ premiers!. 
Enfin > je quarffc les trapefes ou feâeurs hy*- 
perboliques par le moyen des logarithmes ordâ^ 
naires, que pktfietrrs Auteurs ont ft mal-à-pror* 

Ços diftingués" des logarithmes hyperboliques, 
e fçais que cette folution fuppofe déjà la qua- 
drature de l'hyperbole & de fes parties ; mais ceux 
qui font cette objeâion contre cette méthode 
de quarrerThyperbole, devroient aufïi^ par la 
même raifon , rejetter la réfolution des triangles 
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fot ks tables des fînus y parce que cette jCçlutlon 
fuppofe la foltitipnid'un triangle femblable au 
triangle dpniiéi Oh verra auffi dans le même 
endroit ce que c'eft ç]uun/yPèmede logarithmes $ 
& ce que les Géomètres entendent par le mçdu'^ 
le de chaqiue fyftème. Outre les propriétés^ de 
l'hyperbole relatives aux logarithmes , cette 
courbe en * encore de plus fmgulieres lorfqu'Qn 
l'examine par rapport à fon afymptote, L'efpace 
infini compris entre cette courbe & la ligne dont 
on vient de parler, me donne occafion de recher- 
cher la nature de cet infini» Je tâche de faire voir 
non-feuleme^ît que cet efpace eft infini i mais 
de montrer encore comment il peut être: tel. 
Cette confîdération me conduit à un principe fi 
lumineux que Ton voit tout d'un coup, par fpn 
moyen, Taccord des vérités qui paroifient les 
plus oppofées. Enfin, je termine cet Ouvrage 
par un Théorème général fur les Serions Coni- 
ques femblables j d où Ton peut, déduire une 
infinité de vérités curieufes fur les fécantcs inté* 
riéureâ & extérieures ; & d'où Ion peut aiféofent 
tirer des folutiQnsjéléga$ites:d'fui.^rand nombre 
de Problèmes. 

f il I ■■■ Il Pll' « -I T l H ll , Il ■ I 11 IPI ll—i»— — I*..»!» Il I l ' i ■ I I II 1 ^ 
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T* A I lu par ordre de Mon{#igneur le Ch^celier un nianu(cri( 
^^ qui a pour titre : Introduâiiçn aux. Seâfiot^ Coniques • La clar- 
té &la précifîon qui régnent dans cet Ouvrage, me font juger 
au*il peut faciliter aux Cominençan$ l'étude Ses Sciences Pny*- 
nco-Mathématiqucs , & que Timpreflion eç peut être utile. A 
Paris , ce 4* Décembre 1760. B E Z O U T. 
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INTRODUCTION 

AUX SECTIONS 

CONIQUES. 

CHAPITRE PREMIER. 

De la formation du Cône & defes différentes efpé- 
ces. Des SeSiions que l'on peut trouver dans ce 
corps en le coupant par un plari. Notions abré-^ 
géesfurla manière d'expriiner les Courbes par 
des équations ', & fur les defcriptions que i^on 
en tire. 



ARTICLE PREMIER. 

DÉFINITIONS. 

I o I T un cercle ADB , & un point quelcôn- Flg. u 
que S élevé au-deflus du plan fur lequel ce 
cercle eft décrit; fi Ton fait pafler par le 
point S une droite indéfinie ZS Y qui par- 

_- J coure par fon extrémité inférieure la circon- > 

férence ADB du cercle donné, tandis qu'elle efl: fixée en 
S de façon néanmoins qu'elle peut tourner autour de ce 
jpoint j elle engendrera dans ce raouvemçnt un corps ter- 

A 
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à Inthoductiok 

Thiné par une furface courbe SADBE A & par le cercle 

propofé* Le$ Géometre^s ont donné à ce corps le nom de 

'c6ne. 

2. Le point fixe S s'appejle /ommét du cône. Le cer- 
cle ADBEA fe nomme la bafe de ce corps ; une droite 
es tirée du fommet S au centre C de la bafe eft Z'^A-e du 
cône. 

3. Il y a deux efpëces de cône ; le droit Se Vobliqut 
oufcalène. Un cône eft droit lorfque fori axe CS eft per- 
pendiculaire au plan de la bafe ; il eft oblique lorfque 

. ce même axe eft incliné fur le plan de la même bafe» 

Corollaire premier. 

4. Il fuie de cette génération'du cône » i^. que toute 
ligne droite menée du fommet S à un point quelconque 
de la circonférence de la bafe , eft néceflaîrement fur 1^ 
furface convexe du cône : a®, que toute ligne droite qui 
du fommet S ira aboutir à un point pris au-dedans ou 
au-dehors de la bafe , fera auffi au-dedans ou au-dehors 
du cône ; 3^ que toute fedjon du cône faîte par un plaa 
■qui pafle par le fommet S , comme ASD , eft néceffaî- 
rement un triangle ; car les lignes AS , DS qui font les 
înterfeftions du plan & de la furface convexe du cône f 
font évidemment deux lignes droites., par la formation 
du cône ; & de même AD eft encore une ligne droite , 
puifque c'eft Pinterfeûion du plan coupant avec celui 
àe la bafe du cône; 

CoROLLAllRE II. 

, y. Il fuît encore de cette définition , que fi l'on coupé 
le cône par un plan qui pafle par l'axe , la fcôion fera 
toujours perpendiculaire au plan de la bafe, dans un cône 
(droit; & toujours inclinée fur la même bafe, dans un cône 
oblique ; à moins que ce plan ne pafle aufli par une per- 
^eadiculairé abaiflee du fommet fur la bafe. Pour diftiii« 
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guçr cette feéUpn triangulaire de tous les autres trîan- 
!gles que Pon peut couper dans le cône ; & parce que ce 
triangle èft d'un plus grand ufage dans la recherche dea 
propriétés du cône , on lui a donné le nom de triangle 
par Vaxe. Ainfi dans .un cône droit tou$ les triangles par . 
l'axe feront perpendiculaires à la bafe du cône ; & dans 
un cône oblique il ne peut y en avoir qu'un feul , que 
.l'on détermine en abaiffant du fommet S une perpendi- 
culaire. SK fur, le plan du cercle ADB ; & en faifant 
paÀTer un plan DSK par cçtte ligne & par l'axe du cône« 

C G K O I. L A I R £ 1 1 1. . 

(?• Comme fe cercle de la bafe peut être auffi éloigné 
.qu'on voudra du point S ; ou , ce qui revient au n^ême , 
comme on peut concevoir la ligne indéfinie YZ auffi 
grande qu'il plaira de l'imaginer ; il fuît de cette géné- 
ration du cône que ce corps & fa furface convexe peu- 
vent s'étendre à l'infini au-deffus & au-deflbus du fom-^ 
met S. Car il eft évident que tandis que la partie ZS de 
cette ligne décrit le cône ASB , fon prolongemçnt S Y 
décrira la furface conVexe ISL d'un cône femblable au 
J)remier , & qui lui eft oppofé par le fommet. 

Théorème premier. 

7» Si Von coupe un cône quelconque ASB par un plan Fig. u 
EFH parallèle à la bafe a lafeâionfera un cercle. 

D é M ON STRATION. 

, Soit tiré au centre C de la bafe l'axe CS qui rencon- 
trera le plan de la feftîon EFH dans un point D. Par . 
deux points quelconques A , G de la circonférence de . 
la bafe foîent encore tirées au fommet S les droites AS j 
GS qui coupent le plan parallèle à la bafe aux points 
E, t & foîent; tirées dans chaque plan les lignes ED , 
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FD; AC,GC. Puifque ces plans font 'parallèles, leurt 
înterfedtîons avec les triangles ACS , GGS feront ^ifi 
parallèles ; & par <:onfëquent les triangles ACS , EDS; 
GCS , FDS feront feniblables* Les premiers donnent 
AC : DE : : es : DS V 

&lesfecôndsCS : lîS.TÛCrFD^ doTïG AC :DE :: GC : 
FI>; mais A<;î=i=GC puifque la bafe-eft un cerck (^Art. i ,) 
donc auflî DE=±rFD ; &^ comme on prouvera la même 
chofe pour toute ligne meffëe du point D au périmètre 
EFH de la lêiftiôn ; il s'enfuit évidemment que cette fee-, 
don eft un cercle. Ce quilfalloit démontrer. 

D é ]^ I N 1 T I O N ^. 

?. fï^e. Soît un triangle par l'axe quelconque CSD $ 
ï'ig* J» & dans ce triangle une droite AB parallèle à l'un de fes 
côtés DS. Si par le point B où cette ligne coupe la bafe 
de ce triangle on élevé dans lé plan dû cercle CKD une 
perpendiculaire NBn au diamètre CD du même cercle J 
^ là tedtion dû cône par un plan qui pàflTera par les droite» 
AB , Nh , fera une courbe que Ton nomme parabole. 
jj.. ^ 5^ ':^^. & 3^^. Soit encore un triangle par Taxe quel- 
^it* 4. « conque CSD , dont les deux côtés CS , DS font coùpéà 
par une droite Aa, tous deux au-deffous (Fig. 4.) ou l'un 
au-detfous & l'autre au-deifas du fotortet S ( Fig. y y. 
Si par le point B où cette ligne rencontre la baîe CD 
•jdu triangle par l'axe , J)rblohgée autant qu'il fera hécet; 
> 'faire , on élevé dans le plan da cercle CKD une per- 
pendiculaire N'Bn' à la même ligne CD ; la fedlion du 
cône CSD & d^ûh plan qui paflera pal^ lés droites AB ^ 
NV , fera une courbe AMamA (Fig. 4) que l'on a nom* 
mé'ellipfe ou ( Fig. y ). une courbe indéfinie H^MAmrif 
à laquelle on a don^né le nom à^hyperboltk 
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COROLLAIKB. 

ïp. Donc îl n'y a que cinq manières diflKrçntes de 
couper un cône > & par conféquent il ne peut y avoir 
que cinq efpeces difFércntes de feftîons coniques. i^.La 
leélion fera un triangle toutes les fois que le plan de fec- 
tion paffcra par le fommet S ( Aru 4. ). a®. Elle fera un 
cercle lorfque le plan coupant fera parallèle à c^lui de la 
bafê {Art.j). ^\ Une parabole lorfque la commuuç 
(èftjon de ce plan & du triangle par l'axe eft parallèle à 
Pun de* cotés du même triangle. 4^» Une ellipfe lorfque 
la même commune feôipn coupe les deux côtés du trian- 
gle par l'axe au-deffous du fommet. 5^. Enfin une hy- 
perbole lorfque cette même înterfeétîon du plan coupant 
oc du triangle par l'axe coupe l'uA des côtés de ce trian^ 
gle.l'un au- defliisSc l'autre au-deflbus du fonrtmetS. It 
faut bien remarquer que dans cette dernière difpofition 
du plan coupant > îlfe forme encore une nouvelle hyper- 
bole Mam- dans le cône oppofê par le femmetaû cône 
CSDï laquelle eft cenfée ne faire qu'une feule courbe' 
avec la première M Am , comme on le verta par laf fuite. 
I T. Définition 4«^«. La ligne AB commune ititerfec-. 
tîon du triangle par l'axe.& du plan coupant.^ fe xiomme 
diamètre de la courbe M.Aî?î. ÉUç prend le nom d'axe 
lorfque l'anglç ABN' eft un angledroit ; ce qui arrivera^ 
toujours dapjç un cône droit , &,ne pourroît avoir lieu 
^ans un c^ae oblique , que dans h cas oii le triangle pajr. 
J'axe ferpit perpendiculaire à la bafe. 

y»*. Les droites MP i Mf^ menées d'un ppinrM de fa 
courbe jufqu'au diamètre AB, parallèlement à BN ou^ 
BN^ 9 font âppellées ordonnées de la courbe. 

6«»«. Les points A , a où le diamètre de la courbe ren- 
contre les côtés du triangle par l'axe font Us Jornmets de 
la courbe ou les origines de ce diamètre. D'où il fuit que 
]a parabole ne peut avoir qu'un fommet , & que Ton dia^. 
mètre ne peut ayoir ^qu'une origine» 

■ " ' ' Aîîj 
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T^ûe. Les parties AP , ou AP , aP du diamètre coiri- 
prifes entre l'origine ou les origines de ce diameti'è & 
la rencontre P de l'ordonnée MP > font nommées les afc-" 
fcijfes ou coupées ; d'où il fuit encore que chaque or- 
donnée PM dans la parabole , ne peut avoir qu'une 
abfciiTe finie AP. 

ThèoremeII. 

12. Dans une parabole quelconque MAm > les quarré$ 
PM*, NB* , des ordonnées PM, NB au diamètre Mi font 
tntieux comme tes abfciffes correfpondantes AF Gr AB. ^ 

Démonstration. 

Par la ligne MP foît imaginé un plan FMG parallèle 
à la bafe du cône ; la fcâion de ce corps par le même 
plan fera un cercle qui aura pout diamètre FG (Art* 7 ) ; 
& puifque NB eft par conftruélîon perpendiculaire au 
diamètre CD , FM qui lui efl parallèle fera aufli perpen* * 
diculaire au diamètre FG ; donc les lignes MPm , NBte ^ 
feront divifëes en deu^c également aux points P^ B & 
leurs nioitiés PM > BN feront des ordonnées aux cercles ' 
FMG ; CND ; donc on aura pour l'un MP^FPxPG, 
& Dour Paûtre NB»=CBxBD j donc MF: NB» : ; 
FfÇcPG : CBxBD ou :: FP : CB j en divîfant les deux 
"derniers termes du dernier rapport par les lignes PG & 
BD égales à caufe des parallèles AB , DS entre lefqueî- 
les elles font comprifes. Mais puifque les lignes FP , CB 
font parallèles, les triangles CAB, FAPfont feroblables 
& donnent FP : CB : : AP : AB ; donc on aura auffi par 
la même raifon MF : NB^ : : AP : AB. C. Q, F. D. 
TheokbmeIII. 

ïj. Dans Vellipfe & dans t hyperbole les quarrés PM* >. 
Fîg.4. & QIsja d^ deux ordonnées quelconques PM , QN à un dia^ 
*• mètre AB font entr eux comme les produits APxaP , 
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AQxaQ des abfcijfes AP , aP , AQ , aQ correfpondames 
âtts ordonnées. 

DltMONSTRATlOK. 

Par lies ordonnées PM , QN je fais pafler des planj 
FMG,HNL parallèles au plan de la bafe d(i cône : les 
feftions FMGm , HNL/i feront des cerdes dont les li- 
gnes FG , HL font évidemment les diamètres ( Art. 7 ). 
De plus , parce que les lignes N^Bn^ font , par conftruc- 
tîon , perpendiculaires à CD ; les lignes MPm , NQ/i quî 
leur font parallèles feront auflî chacune refpedîvemenc 
perpendiculaires aux diamètres FG 9 HL ; donc elles 
feront coupées en deux également par les mêmes dia- 
mètres , & par celui Aa de la courbe M A m. Cela pofé , 
à caufe des cercles FMG , HNL on aura MP*==FPxPG, 
& QNF=HQxQL ; donc MP^ : QN^ ; : FPxPG : 
HQxQL ; mais les triangles PAF , QAH , GaP, 
LaQ font fembiables à eaufe qu'ils ont leurs bafes fur 
4es parallèles FG, HL, & donnent ces deux analo- 

. fFP.HQ:: AP:AQ-| j 1 • i- . 

€'^' \GP: LQ:: ^p .^q } donc cnmulnpliantces 

deux proportions par ordre , on aura FPxGP : HQx^ 
QL ; : APxûP : AQ xaQ ; d'où il fuit évidemment que 
Ton aura MF : NQ^ : : APx^P : AQxaQ. C. Q. F. W 

Se HO LIE» 

14. Les deux Théorèmes qu'on vient de démontrer 
renferment les principales propriétés des Seftions Coni- 
ques confidérées par rapport à leurs axes ou par rap- 
port à leurs diamètres. On pourroît aifément démontrer 
un grand nombre d'autres afFeâîons de ces mêmes cour- 
bes en les fuppofant toujours dans le folide j il feroît mê- 
me facile de trouver les équations de chacune dans le 
cône ; mais on ne fe propofe ici que de faire voir com- 
ment elles y font formées. Dans le refte de cette întro- 
duôion nous ks fuppgferons décrites fur un plan j & de 

A.iv 
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cette defcriptîon , <jue l'on pourra fi l'on veut regardai*; 
comme une définition , nous en déduirons les véritëg 
donc on à befoin dans la Pbyfique Aftronomique telle 
qu'on Penfeigne aujourd'hui ; après avoir expliqué en 
peu de mots", dans le refte de ce Chapitre ? ce que Ton 
entend par t équation d'une. courbe. 

ly. On appelle /onflio/i d'une quantité» ce qu'elle 
devient lorfqu'on a fait iur elle certaines opérations* Par 
exemple, fi Ton multiplie la grandeur a par m , fi on la 
dîvîfe par h\ fi on l'élevé à qné puîflance p , ou fi l'on en 
prend la racine q ; les différentes expreflions analytiques 

des quantités ma , -g y (û ^ Va dans lefquelles elle fe charv; 

ge par cçs opérations , font des fonéHons de cette quan-^^ 
tité. De plus fi l'on combine ces fondions entr'elles oii" 
avec urte autre quantité par addition , fouftraâiôn , mul- 
tiplication, dîVifion , &c ; les réfultàts feront encore des 
fondions de la liiême quantité. * 

i6. Les Géomètres conçoivent & démontrent que 
toutes Içs courbes qu'ils appellent courbes algébriques, 
peuvent être déterminées par ùti certain rapport conf- 
tant entre certaines fondions âuÏÏî confiantes des ab- 
itîflfes & d'autres fonÛions des ordonnées. Pour cela ils 
choifilfeiit ordinairement fur une ligne droite à laquelle 
ils rapportent tpus les points de la courbe , un point fixe 
A qu'ils regardent comme l'origine des co-ordonnées» 
Ils défignènt toujours par x les parties AP, AP de cette 
ligne , & par jy Jes ordonnées correfpondantes PM dont 
^^i' ^r Tinclinaifon fur AP efltou^urs fuppofée connue. La va- 
riété des rapports entre les fondions des ;if & celles des^ 
forme toute la variété des courbes dont le nombre eu 
infini. L'équation algébrique qui contient ces rapports , 
& qui les exprime tous à la fois d'une manière générale 
pour toutes les abfciflcs & les ordonnées d'une même 
courbe , s'appelle Véquation à cette courbe. Le degré 
dans lequel fe trouvent ces mêmes indéterminées x &jr> 
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3ëtêrmîne le degré àt l'ëquatîon > qui fe prend toujours, 
ou terme oh ces îndétermiitecs fe trouvent i la plus haute 
puîflance,pu féparémenti ou par leurs combînaifon» ^ 

îfune avec l'autre. Chaque degré forme une fuke de 
courbes d'un même ordre , quî varient néanmoins entre 
^Ues fuîvànt les djfttrente,$ çongbinaifons poffibles dei 
indéterminées x &cy pour chaque degré. Ces équations 
peuvent feryir à décrire les courbes , mjiîs.Icur principal ^ 

l^iàge eft de fournir des mjpycTis fecîles de difcuter les >*^»^»A'y •*^ 
courbes auxquelles elles appartiennenjt ^ & d'en faire 
connoître les principales propriétés en donnant fucceill- 
.vernent des valeurs connues à Pune ou à l'aytre des in-. 
Idétermînées pour avoir la valeur de chacune. Comme il 
lî'y a que le cercle que nous pùiffions fuppofer connu 
des Commençans,^ nous nous en fervirons pour faire 
jèlîtendre plqs aifément ce que iious venons de dire. 

17. Soit un cercle quelconque AMam dont le diame- ^'g^ ^i 
tre eft Aa ; & Torigine des co-ordonnées AP , FM à 
liune des extrémités A de ce diamètre. Soit Aû=2a.;* 
APs=s=:xifîA/y, ; aP fera 2a — x. On f^ait par les El^ 
mens que l'on a pour une ordonnée quelconque PM;. 
PM*is= APxaP ; mèttaht au lieu des lignes PM, AP, 
aV leurs expreflidhs algébriques , on trouvera cette 
éqnà^on yy:=2ax---^xxi que l'on appelle équation au 
cer$le.Ftékhxemèfit fi dans cette égalité on fuppofe ;k=o,* 
ou x=2a ; on trouvera dans l'un & dans l'autre cas -^^y 
r=o ; d'où il fuît qu'aux extrémités du diamètre A, a les 
points dç la courbe fe confondent avec les rriêmes points 
A & a; puifque les diftances des points de la courbe au 
diamètre font égales à zéro. "Si l'on fait x==:a , oh trou- 
vera jy^=rtf^, & par conféquent jy=:Hh;^; d'où il fuit que 
ks points Ai , m qui deviennent fi , i.fe trouvent tous 
deux éloignés du centre C d'une quantité égale à CA^ 
Le -ha marque f ordonnée pofitive CB aurdeflus du 
diamètre, 8c le — ^a défignéi'ordonnée négative Cfc qui 
«ft au-deffous du piême diamètre. Si l'on fuppofe lak- ^ 
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^ifJTe :r fucceiiivement égale à certaines parties da.ditf 
inetre > on calculera par cette équation la longueur des. 
ordonnées pofitives ou négatives PM , Pra correfpôn-^ 
dantes. Par exemple , 

fi ^ss-- , ou a -+• -.tf , on trouvera ±^=±'-v^ j 

fi jt=f. , ou tf -hl^ ,...•..... -f-y=Ht--\/j 

fi *=:p» ou a -H-tf , .. •• . . • . . ±iy=±4v 7 

fi:v=~-, ou fl-hjtf , . . ...••• •±^=±7^re=7^ 

on trouveroit de même des valeurs numériques de tou- 
tes les ordonnées correfpondantes à d'autres abfcîffes» 
Enfin fi Ton fuppofe x plus grande que. 2a ou de telte 
grandeur qu'on voudra i prife négativement. L'équation 
yy=ss2aX''r^xx ne donne plus pour y que des valeurs- 
imaginaires, ce qui fait connoître que la courbe ne peut 
avoir aucun de fes points au-delà des extrémités du dla-^^ 
tiietre Aa. Il faut bien remarquer que l'on peut prendre 
où l'on veutrorigine des abfcifles; fi, par exemple , orx 
fixoit cette origine au centre C en nommant CP fX^Sc 
TMfjiy on auroît pour chaque point P,^jy=^ — xjc^ 
nouvelle équation au cercle>dont on déduiroit les mêmes 
conféquences que de la précédente* 

Nous ferons ici une observation générale pour toutes îet 
courbes exprimées par des équations. Ceft que l'origine de» 
co-ordonnées efl nécelTairement fur un point de la courbe , lor(r>. 
que tous les termes de fon équation font affèâés des indétermi<- 
nées X ou^. Quand au contraire il y a dans cette éouation }\ti 
terme entièrement connu , alors Torigine des co-oraonnées ne 
peut être fiir un point de la courbe. Pour s*cni convaincre > fbit 
«ne équation générale 4«"'-+-^apy4-cjr*==o; il efl vifîble que & 
l'on fait dans cette équation x=o,on en tire fy"=o,ou^==o« 
Donc l'origine des co-ordonnées e^ fur la courbe* Pareillement 

£ Ton fait y^=o ; on en tire ax"=s=Q^ Se partant x=o i ce q^ui 
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ttvietit ^tcciiëment au même qut ïé ca$ précédent. MzîsGVcii 
aftïnc équation qui renferme quelque terme connu comme' 
àx^^bx^y-^cy'^g'i en faiTajnt jf=o , on trouve c/— /=o , 

Se partant y=^ ou jf=r L. ; ce qui prouve que le point M 

de la courbe efi éloigné de l'origine des x de la quantité yC s 

. ■ . g : 

3c que cette même origine des co-ordonnée$ n'eft pas fur le pé- 
rimètre de la courbe. On déduiroit la même vérité en faifant 

y— ■ . • . 

jf=o ; ce qui donneroit xs=r — ^ 

j; ■ ...... . . . , A 

C H A P I T R E I L 

IDes propriètçs de la Parabole conftdérée fur un 

' plart. 

Définition, 

% 8« O o / r une droite quelconque indéfinie RS » que nous Fig. 74 

Of nommerons dîreâ:rîce , & fur le même plan hors de 
cette droite un point donné F , que nous appellerons foyer. 
Si Von cherche une infinité de points M tels que les deux 
lignes menées d!un de ces points Vune MF au foyer F-i 
foutre MQperpendiculaire à la diredtrice RSf oient égales 
etitre elles, la courbe qui pajferapar tous ces points ejt une 
parabole. 

P K b B L E, M E L 

19* Suppofant la définition quon vient de donner de 
la parabole, décrire, cette courbe , ou, ce qui revient au mi- 
me , trouver autant de points M que F on voudra. 

Solution. 

Par le point F on abaMTera fur la dîreÔrîce RS une 
perpendiculaire FB » à laquelle on élèvera par tant de 
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points P que l'on voudra des perpendiculaires îndéiî». 
nies mPM. Enfuîte du foyer F comme centre avec un 
rayon FM=BP , on décrira une portion de cercle fur. 
chaque indéterminée correfpondante à BP qui fert de 
rayon , laquelle coupera cette droite MPm en deux 
points M, m qui feront les deux poinu de la çourbe,fvir 
cette même lignç» 

D É M O N s T R A T I O K. 

Du point trouvé M foit abaîffée la droite^ MQ per- 
pendiculaire à la direélrîce ; on aura QM=^BP à caufe 
du reélangle BPMQ; mais ( conflrudion ) BP=FM ; 
donc on aura QM=FM , donc te poini^M eft à la pa- 
rabole fuivant ÙL définition. C. Q,. F.D. 

Corollaire!. 

ao. Il fuît de cette dçfçriptîon & de la définition qu*onf . 
vient de voir , que la parabole paffe hécefTairement par 
le milieu A de BF ; puifque dans ce point BA==AF» 

COROLL AIRE IL 

^ ai. Il fuît encore de- là que cette courbe eftcompo^ 
fée de deux branches infinies AMM , Amm qui s^éloî- 
gnent continuellement de la ligne AP , & qui font pla- 
cées fymétrîquement à regard de cette même droite î 
laquelle divifè par conféquent la courbe en deux par-? 
lies égales. 

P * p I N I T I O N 5. 

22. La ligne AP s'appelle raxe de la. parabole ;.Iç 
point A milieu de BF eft nommé le fommet dt cette 
courbe. Une droite MP menée d'un point M de la cour- 
be perpendiculairement à Taxe eft une ordonnée à cet 
axe. Les parties AP de l'axe comprifes entre le fommet- 
& la rencontre des ordonnées font les atfciffks correfij ^ 
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^ohiitiX^s aux ordonnées PM. On donne le nom àcpà* 
rametrc à une ligne double dé BF. ^ 

Théorème L 

a 3* Dans la far aboie y le quatre V^.* Hune ordonnée Fîg, fi 
quelconque PM ejl égal au produit defon abfciffe AP -par 
leparameire. 

D fi M o N s t K A T I bir. 

Soït nommée la ligne connue AF ou AB ^ tf ; le pa* 
rametre p double de BF fera 4A ; fôit encore fait AP=r jr, 
& PAÎ==y j lorfque le point P tombe entre le fommet A 
& le toyer F , la ligne FP fera a — x ; au contraire FP 
fera jf— ^,lorfque le point P tombe au-delà du foyer 
par rapport au fommet A. Cela pofé, dans l'un & Tau trc 
cas , à caufe du trîangle-reftangle FPM on aura PM»=: 
t'M^— FP* ; mais FM==BP=a-4-Ar par la conftrùc- 
tîoh de la courbe ( Art. 18 ) ; on aura donc en mettant 
les valeurs analy^tîquesjyy=i=^-+-2tfx-+-Ar^---^tf«-+*2tf4d! 
f^ic:=zé^ax ^olxpxi puîfque p^=^a, C Q, F. î). 

Corollaire L 

24. Il fuit de-là que les quarrés des ordonnées font 
tntr^eux comme les abfciifes correfpondantes ; car foit 
y une ordonnée quelconque dont rabfcifle eft Jri & Yj 
une autre ordonnée dont l'abfcifle eft X ; on aura pour 
la première ^^=pjfj & pour la (èconde YY=/^X j donc 
yy : YY : :px : />X : : ;r : X en divifant les deux termes 
de la dernière raifon par le faéleur commun p. 

C b R b 1 1 À I R E 1 1. 

^5^4 De l'équation yyssszfx on en tire p*y ::y: x^ 
donc une ordonnée quelconque eft moyenne-propor- 
tionnelle entre le pariametre & l'abfcifle qui lui répond ; 
id'où il fuit que de ces trois lignes le paramètre^ une or^^- 
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donnée & Pabfcîffe correfpondante , deux quelcbnquef 

étant connues , la troifiéme fera auffi connue néceffaîrc- 

ment. • 

CoROt L A I K£ II I. 

26. Il fuît encore de4à que la double ordonnée qui 
pafle par le foyer F eft égale au paramètre. Car dans ce 
cas l'abfciffe AP (Ar)=AF (a) ou \p (Art. 22. 6r 25 ) ; 
donc yy=^pp , & partant^y=Yp ; donc 2y=:f. 

Problîeme II. 

p. \ 27. Par un point M donné fur la parabole ^ mener une 
^^ * tangente à cette courbe. 

Solution. 

...■•... _ . ._ • -, % 

Du point donné M foît menée au foyer P une droite 
MF \ & fur la direôrîce une perpendiculaire MQ ; ayant 
tiré la droite FQ , fi par le iniUeu D de cette ligne & 
le-point donné M on^ fait paffcr une droite Mu ; ellç 
fera la taingeûte demandée. 

Dé m b n s t r a t I o n. 

. D'un point quelconque m de MD différent de M foîenè 
menées les droites TnjK îtzQ & mq , dont la dernière foit 
perpendiculaire à la direftrice. Par conftruiftion la droite 
MD eft perpendiculaire fur le milieu de QF , puifque 
MF=MQ ( Art. 18 ), & que FD=QD. Ponc cette 
droite paffe par tous les points également éloignés de F 
& de Q; donc inF=mQ; mais mq <mQ; donc auflî 
mq < mF ; donc le point m n'eft pas à la parabole fuivant 
la définition de cette courbe. Et comme on fera voir lèt 
même pour tout autre point différent de M , il eft évident 
que ce même point M eft le feul qui puifle appartenir à 
la courbe & à la droite MD j donc la droite MD eft tan* 
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gente au point donné. Ce quil fdloit irouyer & dé^ 
montrer. 

Corollaire I. 

aS. Si Ton prolonge la tangente MD jufqu'à ce qu'elle 
rencontre Taxe auflî prolongé en T, la partie PT de 
l'axe comprife entre le point T.& l'extrémité P de l'or- 
donnée qui pafle par le point de contaft, fera double 
del'abfcifle AP correfpondante à l'ordonnée MP: car 
par la conftrudion de la tangente , l'angle FMD==: 
DMQ ; mais DMQ=FTM à caufe des parallèles FT , 
QM ; donc le triangle MFT eft ifofcele j donc on auri 
FT=FM ; maïs FM=MQ (Art. 18), Se MQ=BP 
à caufe du reélangle BPMQ ; donc FT=BP , & fi de 
ces lignes égales on ôte les lignes égales AB, AF , oa 
aura AT=±=:AP ; d'où il fuit que PT=r2AP. On a nom- 
mé 5<?i/-r^z72^enrc la ligné PT ; donc en nommant tou- 
jours APfirîl'expreflîon de la fou- tangente PT fera 2 x. 

COROLLAIKS IL 

zp. Il fuît encore de-là que (î par lé point M on élevé 
perpendiculairement à la tangente MT une droite MR 
terminée à Taxe en R , la partie RP du même axe , que 
nous nominèrons Sou-perpendiculaire , fera égale à la 
moitié du paramètre. Caf à caufe des triangles-reftan*- 
gles RPM , FBQ égaux & femblables puifqu'ils font 
formés de parallele^FQ, MR; BQ, PM, on aura PR=i 
BF==2a ou 7/>; d'où il fuit que dans la parabole la fou- 
perpendiculaire eft une grandeur confiante & toujours 
égale à la moitié du paramètre. Cette propofition fuie 
auffi de ce que le triangle-reftangle TPM donne certe 

proportion PT(2;ir):PAI(;y)::PM0f): PR (g)^ 

fx , 
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Corollaire III. 

30. Connoîffant ta four tangente PT , & la fou-pef- 
pendîculaire RP> U eftaifé d'avoir rexpreflîon analy- 
tique de la tangente MT , & de la perpendiculaire MR 
que Ton appelle auffi la Normale. A caufe du tr iangle* 
rectangle MPToft tfoùveta M ï^^^x/px-^^xx , & pa- 
reillement à caufe dùrrianglcre<aanglè M PR , on aura 

MK=v^ px^pp. Où ^x-^\pxp , ou y^^x'+'pxip; 

donc MT : MR: : V/px'^^^xF: ^p-^^^xx^p: : Vx: 
^y p ; en divîfant chaque t'erinis du dernier rapport ^at 
Vp^é^. . , 

CorollàirIb IV# 

^ï. SiPon prolonge la droite MQ àu-àedans dé k 

{Parabole vers E , lies angles formés d'un même côté de 
a tangente avec cette lighe par les droites ME , MF i 
feront vifiblement égaux. Car, par conftruôion> FMD=: 
DMQ. Maïs DMQ==EML qui liii eu ôppofé au fom-; 
niet ; donc FMD==EML , d'oJi il fuît que fi dans 
une parabole pu dans la concavité d'un corps formé 

{)ar la, révolution de cette courbe autour de fon axe i 
'on reçoit des rayons parallèles au même axe ; ils feront 
tpus réfléchis au foyer F , par le-périmetre de la courbe, 
ou par la furface concave du paraboloïde. C'eft une fuite 
lîécefTaire de l'égalité des angles FMD, EML, & dçsl 
loîx des corps élaftiques. Réciproquement fi le foyer F 
çft un point lumineux , tous les rayons partis de ce point 
& réfléchis à la rencontre de la courbe le feront fuivant 
des direâions parallèles à Taxe ; & c'eft de ces proprié-- 
tés que lui vient le nom it foyer qu'on lui a donné. 

Définition. 

52. Nous .appellerons dans la fuite rayon veElcwr ; 
toute ligne MF menée du foyer à un point quelconque M 
de la courbe. Théorème; 
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T tliOREME IL 

i^. Suppôfamdiferçntes tangentes comme MT^^^^ '** * 

à aifférms points de la courbe 9 fi du foyer F onabaiffi 
fur chacune une perpendiculaire tofnrne FD ; je dis a que 
ces perpendiculaires FD croijfent comme les racines quar^^ 
rées des rayons t/eSlçurs correfponians» , . 

î) é M O N s T R A T î O Nk 

Si par le point A & Iç point D on mené la droite AD > 
31 eft vîfible que cette ligne fera parallèle à la dîreftriee 
9,Q,puifqu'elle divife les côtcs-BP, QF chacun en deux 
également ; donc cette ligne eft perpendiculaire à Taxe 
AF ; donc les ttianglès-reftançles FAD , FDT feront 
-femb^ables ayant l'angle en F. contmun > & donneront 
Ï:A; KD i FD : FT=^FM (tfi*r. 2^). Donc FAxtMt== 

FD* ; imaginant une autre Fi& une autr e Fm , onde- 
montrera de même que FAxFmï3=F(i* ; donc FD* : 
¥d^ : : F AxFM : FAxFm : ; FM: Fm ; donc en cirant le» 
«cinesFD:Fi::VFM:yFM.C.Q,F.D. V' 

_. D é ^ I N I T I o N $.. 

54. Toutç droite MQ menée pai? un point M de la pj ^ 
parabole parallèlement à l'axe de cette courbe , s'appelle 
un Diamètre. On appelle Origine de ce diamètre le point 
M où il coupe lai coortie. Toute droite NQ parallèle à 
la tangente en M terminée à la courbe en N fie au dia- 
mètre eh Q, eft une ordonnée à ce diamètre. On appelle 
Abfçijfes ou Coupées les parties djun diamètre cdmprifes 
entre l'prlgîne de ce diamètre & l'extrémité Q de l'or- 
donnée NQ terminée à ce même diamètre* 

Théorème IIL 

; . ^^.Suppofant toujours la tangente MT terminée à taxe ^^' ^' 
f» T;jî par V origine A on éUyt là tangente ACLper- 



I 
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pendiculaireau même axcj Gr quirencûntre la tangente Ml] 
en C Êr /c diamètre MQ prolongé en Lj je dis que U 
triangle CAT efl égal au, triangle MCL* 

D^MONSTKÀTIOK. 

Ces triangles CAT j MCL font tous deux reftangleiJ 
puifque les droites ML , AF font parallèles & que AC 
eft perpendiculaire fur. l^une des deux AF ; de plus le 
côte AT de l'un eft égal au côté LM de l'autre , car ATs^à 
'AP ( art. 28 ) , & AP=ML à caufe du parallélogram- 
me APML; enfin les angles en C font égaux puifqu'ils 
font oppofés aufommer.Donc CATï=MCL» C^i^^^F. Z>« 

CorollaikbL 

jtf. Donc le triangle TMP eft égal au reÔangle 
APML ; car fi de ces quantités on ôte le trapèze com- 
Inun ACMP^ les reftes feront les deux triangles CATi^ 
CLM > dont on vient de prouver l'égalité. 

Corollaire IL 

57, Il fuît encore de-là , que fi par un point N de fit 
courbe on mené une ordonnée QNR au diamètre MQ , 
terminée à Taxe prolongé , s'il eft néceffaîre en R ; & 
par le même point N une autre ordonnée GN à l'axe 
AP , terminée au diamètre MQ auffi prolongé s'il le faut 
en H, on aura le triangle GRN égal au parallélogram- 
me AGHL; car à caufe des parallèles MP, GN , MT> 
QN, les triangles MPT , NGR feront femblables ; donc 
ils font entt'eux comme les qua rrés d es côtés homolo* 
gués; aînfi MPT : NGR : : PM^ : GN^ Par la nature de 
la parabole»*.*. ;.....*.**PM»:GN*::AP: AG.ou;: 
APML : AGHL ; puifque ces reftangles étant compris 
entre parallèles font comme leuts bafes AP, AG ; donc 
2 caufe de cette fuite de rapports égaux MPT: NGR: : 
APML: AGHL* Mais MPT=:APML( m. 35.)don(î 
1^GR=AGHL. 
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C O R O L L A I K E 1 1 L 

; 58, Il fuît encore de ce qui précède que le triangle 
NQH eft égal au parallélogramme TMQR; car nous 
avons trouvé ( Art. ^6^) TPM=APML ; (<Sc atu 37.) 
NGRsbssAGHL ; donc fi Ton fouftraît ces deux équa- 
tions l'une de Tautre, on aura TPM— NGR=APML — 
, AGHL ; ôtant encore des teftes égaux le trapèze comr 
mun PGPM , on trouvera NDTR»DHlVI ; enfin ajou- 
tant de part & d^autre le quadrilatère DMQN , on 
aura TMQR2=NQH. 

Théorème IV. 

5p. Les quartés NQ*, nq* dts ordonnées NQ, nq à un f*g* '^^ 
tnéme diamètre font entr'eux comme les abfcijjes MQ j Mq 
corrtfpondantes à ces ordonnées. 

DÉMONSTRATION. 

Par les extrémités N, n, des ordonnées NQ , nq fbîent 
menées des perpendiculaires NH , nh au diamètre MQ 
^ prolongé s'il eft néceffaire. De plus , foîent auffi prolon- 
gées les mêmes ordonnées > s'il en eft befoîn jufqu'à ce 
qu'elles rencontrent l'axe aux points R , r ; les triangles 
NQH , nqji étant formés par des lignes parallèles feront 
femblables ; & chacun fera refpedivcment égal aux pa- 
rallélogrammes correfpondans TMQR,TM^r ( art. 38); 
d'ailleurs dans les triangles femblables les quarrés des 
lignes homologues font entr'eux comme ces triangles ; 
doncNQ* : nq"^ : : NQH : ngft ,^ à caiife de l'égalité de 

ces triangles aux parallélogrammes correfpondai^s 

NQH;«îfe::TMQR:TMîr, On a encore, .• . . . 

TMQR:TMyr::MQ : T^q.^zxcc 

que ces mêmes parallélogrammes étant compris entre pa- 
rallèles font entr'eux comme leurs bafes. 

Donc puifque la fuite des rapports égaux n'a pas été. 

Bij / 
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interrompue , on aura cette ahalogîe NQ* : nq* : : MQ* 
Mj. C.Q.F.D. 

Co Rôt L A I R £ t. 

* 40. Si Pon cherche unédroîte MS que nous dëfignc^ 
ton* par w q^uî foit troîficme proportionnelle à une abf- 
xîffe quelconque & Ji^Pordonnée'corr^pondante ; cette 
iighe fera le pai^mqtre tfu diameti^e MQ: & le quarré 
d'uitewdonnée quelconque fera égsd atr produit defon 
•^«bfcîflc.^ar ce hiême pafanaêtre. Car fôît x Scy > l'ajbf- 
xiffe & l'ordonnée dont tt eft la 3«°?« propôrtiohtaelle ; 
'on aura donc x:y::y:7f; donc y7=7r*, mais on vient 
*^e voir que les quarrës des t)ftionnées font comme lés 
abfcilTes correfpondantes ;; donc fi l'on imagine uïie au- 
Veofdonii^eY, doflt l^abrciffcToît X, oii^uYaYYt 
^yiiX. : Âr> & en multipliant les deux derniers ternies 
par 9r , on aura YY :yy iitfX : -rjc j or > datks Cette der- 
nière proportion ^yy=s:'7rx par hypothefe ; donc auflî 
iYY==7rX. Donc réquation de la parabole rapportée à 
ïcs diamètres eft précifëment la même tjue celle de cfette 
\courbe cbnfîdérée par rapport à fon axe. 

CORÔiLLÀI RE II ' 

4V. II fuit encore de-là ôùe It pafanietre é 4*ùn dîa« 
tnetre quelconque eft égal a celui de Taxe , plus quatre 
fois Pabfcîffe AP corre^orida'nt'e à PordonnéePM me- 
înée pa>rorîgliie au diamètre ftr lé même axe. Céft- 
à-dire , que Pexpreflîott dû ^arametrfe d'un diamètre 
Quelconque fera toUjDurs Tr^iséip^^x. Pour s'en con- 
vaincre, par le (bmmét A de la parabgle fQit menée Tor- 
dohnée AZa u diamètre MQ; on aura par le Théorème 
dernier AZ*ïi=MZy5n=â:APx'^ ; puifquè MZ===AT i 
fcaufe dék parallèles AZ , MT", & que AT=:AP, i 
taufe de fa. tange nte M T. Mais on a dans le triangle^ 
bàangle MPT ] MT» oU AEî=^PM» M- Fp ; dont 
S\PxVd= fM*"4*PT*i ic eh mettait les Valeurs aïgébrî^ 
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3j(ies de ces lignes xxtt f=r px '+'/^xx s=:p^^xxxi 
pAc en divliànt cb,aque. membre p^r x^ oq aura, ffr=^ 

G0R0L£AIRB Ilh- 

42. Donc le paramètre ^r d'un diamètre quelconque . 
eli quadruple de la diftance FM de fon origine M au 
fèyer F de la parabole, ou de la diftance du même poiné ^ 
M à la diredrice s car on a vu ( art» 2S ) que FM=as 

FT=AF (^)-HAT(jt^)(m. ^j &27)idonc4FM=^^ 
/«-J^jfŒSOT, par le corollaire précédent,; à^h il fuît 
évidemment que le param<stre de L!axç eit k plus peux 
soiis les paramètres» 

C G K O E E A^I K E I V? 

43. Si Poii.prend iiir le dianjetre une abicî^frMQ^sss» 
MFouFT==i^w ( 4rr, 42 ), L'ordonnéç çorrefpon4 

ëantc fera v.içrTTj ou ^^r; d'oà il fuît évidemment que la 
double ordonnée i un diamètre quelconque & qui pâfiè 
fir le foyer eft égale au paramètre dé ce diamètre 9 
^infi qti'on Fa déjà démontré pour Taxe ( art. 26 ). Li 
parabole eft la feule dans laquelle cette propofition cçi;^-. 
yfcnne également à Taxe & aux cU^iiietrççn 

T-piOREMJÏ V. 

44. Si par les extrémités M , N ie d^itgi ordonnées MP , pif . 1 9 
NQ à un diamètre quelconque on fait pajftr unefécante 

NM prolongée ^il eft nécejfaire fufqu^à ce quelle rencontra , 
le diamètre ou fon p rolong ement en un point R , je dis^ 
i^ueVon aura toujours AK^ssszAPxAQ. 
D É M o ^ s T î^ A T 1 y:, 

Soit feît ARsrr^ ; AP=e:^, AQ::;=^ ; RP fera a^x,Sc 
RQ fera /z-4*t;'^celà poféà ca^fé des triangles (èmblables 

KPM , RQN , on aura^» •RQ\- : PM* : QN* : : AP; 



SK:. 
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AQ; ( ^^ 38), donc en mettan t les valeurs analytîr 
quesRP>(tffl-+-2^;c-H«'Ar):RQ* (aa-^iat^tt) :: AP. 
(;r):AQ(0» Donc en faifant le produit des extrêmes 
& des moyens , on trouvera aat'^2atX'^txx=aax 
^aatX'+'ttx : ôtant de part & d'autre aatx &tran£ 
pcfant,il vient aat" — aax=utX'^txx , ou bien aaxt — x 
z=txxt^^i donc aa==txi c'eft-à- dire, que AR*=3 
ÂPxAQ, C. Q. F.D. 

COEOLLAIRE L 

4j. Sî Fon imagine que les droites MP , NQ fe meu- 
vent parallèlement à elles-mêmes jufqu'à ce qu'elles fe 
réunifient en une feule MT^> la fécante NMR devien- 
dra la tangente MT ; les lignes AP , AQ deviendront 
chacune égale à AP' ; mais la proportion fubfifte tou- 
jours; on aura donc AT*=AP^x AP^; donc AT=AP^; 
d'oà. il fuît qu'une fou-tangente P^T prife fur un dia- 
mètre quelconque, fera toujours double de l'abfcifle cor- 
refpondante k l'ordonnée menée par le point de contin-- 
gence. Donc la formule générale des fou-tangentes pour 
J'axe ou pour un diamètre fera toujours fT^=^2x. 

COKOLLAIJIE IL 

Fîjf, î x« 4^. Il fuit de cette propofîtîon que iî par l'extrémité M d'une 
lïiémc ordonnée & lc5 extrémités N , « , ij' de plufîeur» ordon- 
nées QN , qn , q'n* » on fait pafTer différentes fécantes NM , nM , 
lï'M qui rencontrent le diamètre aux points R, r , p , les quarrés 
des lignes AR , Ar , Ap feront entr'cux comme les produits de* 
abfcinès correfpondantes AQ , Aq , Aq' par la'conihnte AP , oa 
plutôt comme ces mêmes abfcifles » en divifant par la même 
confiante* Donc , fî l'on tranfporte ces lignes AR , Ar , Ap que 
nous nommerons \t$ fou-fécantet fiir les ordonnées QN, qn , ^!it' 
en QS , qs , q*s\ La courbe qui paflera par tous ces points » et 
que l'on pourroit nommer la courbe d€sfiu*fécantes, &ra une pa- 
labole qui auroit rabfciffe AP pour paramètre. 

Corollaire IIL 

f 7« La propofîtîon feroit encore vraie fî la fécante 
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MN coupoît le diamètre au-dedans de la parabole 3 ce Fig, n. 
qui arrive en prenant l'ordonnée QN de Tf^utre côti du. 
ipême diamètre en QN^, La démonftratîon ne diflFére pas 
^e celle du Théorème. 

The o k bme VI. 

48. Si Von infcr'u dans un fegment parabolique un triant p. 
gle MAm , dont lefommet A/oit à Vorigine du diamètre '^* '^* 
qui divife Mm en deux parties égales ; ce triangle fera h 
plus grand de tous ceux quon peut infcrire* de la même 
manière dans le fegment parabolique. 

Démonstration. 

Par le point A foit menée la tangente AL, cette li- 
gne fera parallèle à l'ordonnée MPm ( art. 34 )• Donc 
tout point de la courbe difiërent de A fera audeflbus de, 
la même tangente , d'où îl fuit évidemment que le trian- 
gle MAm eft le plus grand qu'on puiife infcrire dans lo 
legment propofé. C. Q. F* Z?, 

Corollaire!. 

\ 49. Donc pour infcrire pareillement dans les fegmens 
y ANM , Anm les plus grands triangles poflîbles ; il n'y a 
qu'à mener par les milieux F j/des cordes AM , Km les 
diannetres FN,fn & tirer dans chaque fegment les droi- 
tes AN, MN iAn,mn aux origines N , n de ces mêmes 
dianoetres. 

' CorollaireII. 

yo. Il fuît de-là que le triangle MP A eft quadi-upîa 
du triangle ANM ; pour le démontrer, par les points N, F 
foient menées les droites NQ , FG parallèles à l'ordon- 
née PM & terminées au diamètre ÂP. Puîfque DF eft 
Çarallele à AP & pafle par le milieu de AM , les droites 
IQ , GF feront moitié de l'ordonnée MP : de plus les 
abfcifles AP , AQ étant comme les quarrés, des ordpûi 
" Siy 
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nées çprrefpdnâaîitcs , on aura AP : AQ :: MP» : NQ\ 
:: ^: x; pujfijue MF eft double de NQ, comme on vient- 
de le faire voir. Donc les triangles ëgaux ANF , MNF 
pris enfemble vaudront le triangle AFG,puîfqiie cetrian- 
gle a fon fommel entre ipêçrie^ paçgUelçs & que fa bafe AG • 
cft double de.KF. D'ailleurs , il eft vifible à Hnfpeaion r 
de la figure- que le triangle APM vaut cjuatrc fois le 
triangle. AFG ; donc auffi le rtiême triangle APM^^ 
4ANM ^ ^uifque AJSfM;==ANF-+,MNF.-; : 

. T H ÏE p R E M Ç VI t. 

Fîg* n • ' S^* ^ fitrfaci ^^^ fegrmrit paraSoUqut MSAnm ejl 
-îé^ deux tiers d^unparallélùgramt MLlm circonfcript , fait : 
yilfr la double ordonnée MPm Ér ïahfcijfe AP. ' 

D É M O N s T K A T I O Nt 

On vient de Voir que le triangle ANM eft le qyart di| 
triangle AMP; On fera voir de mêm^ que la fomme de$ 
plus grands triangles poifibles MRN, NrA înfcrits daiîs 
fc{5 petits fegmens[MHi^, NrA eft auflî le quart du trïgn- . 
gle ANM. Donc on petit concevoir, la furface du feg- / 
ment parabolique rçmplie d*une infinité de triangles de 
cette e{i)ççe qui décroiflent: tous, dans la raîfon de 4 à 
I ; donc , fi 1 on repréfente la furfaçe du triangle AMP' 
par ï , la quadratuire du demî-fegmènt parabolique dé-^. 
pendra de îâ fommatron de cette progreflîon geômétrir 
que décroîffante M'infipi ^ i : ^ : 7^ > ^ j &c. Cette fomhië 

fe trouvera par la formulé ^^^'ZIJ, donnée * > en faî- * 

(ïnt a === t & h ==if î àt qui donne ^==7 où le feg- 
ment AMNP==| du triangle AMP=:f du parallélo- 
gramme ALMP ; donc en doublant le 4icmî-fegment 
ANMP & le parallélogramme ALMP, on^ura MNAnm 

t Àèh*4o, ^fs E^itauoAs ; EléflH de M^ Hiyardf 
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'' ' GOROX. L A IR£. 

y 2. Donc le demî-coroplëmcnt parabolique ANMI* 
i={ ALPMj puîfque lefegment ANMP eft Içs j du mç- 
jBae parallélogramme, ' 

1 S C H O t I f, 

y 3. Il fuît de tout ce qu'on vient de voir, que toutes 
les propriétés de là parabole font Gonftaniment les mê- ■ 
mes ; fi Pon ronfidere cette courbe par rapport à foo 
axe , ou par rapport à fon diamètre, Aînfi Ton peut ' 
concevoir une parabole rapportée à l'un quelconque 
de fes diamètres , comj^e ayant été formée d^oné autre 
parabole confidérée pitr rappçrt à fon axe , & qui auroit 
le même paramètre , dont toutes les ordonnées fe feroient ' 
également inclinées fur cet axe devenu diamètre ; cette 
cJOurbe a encore un grand nombre d'autres propriétés 
également intéreflantes» mais que les bornes de céc abrér 
gé ne nous permettent pas d'expoièr. 



C H A P IT RE III, 

Des propriétés de FEUipfe y confidérée fur un plan. 

Définition de cette Gourbi. 

54* ^^^^ f^^ ^^ P^^ ^^^ ligne droite Àa donnée de 
<- ^grandeur fir deux points fixes F, f, fur cette même 
ligne à j^gale dijlance de fes extrémités* L'ellîpfe eft une 
cûkrbe telle que la fomme FM -^ fM des dijîances de 
chaque point M aux deu:^ points F, f ^ que nous nomme^, 
tons les foyers V^fi conjlamment égale a la droite donnée 
Az^que nous appellerons l'axe de cette même courbe^ 

C O R G L LAI R Ei 

J J, Il fiût de cette définition , qu'on peut aifém||^ 
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décrire l'ellîpfe d'un mouvement continu , en attacl^anl 
aux foyers F,/ les extrémités d'un fil /MF égal à l'axe 
À^, que l'on tient toujours tendu au moyen d'un ftylc 
M que Ton fait mouvoir de A vers a>foît au-deffus toit 
au-deflbus de Taxe Aa. Il eft encore évident que les ex- 
trémités de Taxe Aa font des points de la courbe; car 
lorsque le ftyle décrivant M eft arrivé^n A ou en « , on 
a toujours AF-+»A/, ou aF'^afii=^Aai De plus , il fuit 
encore de-là que la courbe deviendra un cercle lorfque 
là diftance F^des foyers fera nulle ; car dans ce cas tou« 
tes les diftances FM feront égales entr'elles » & à la moi^ 
tiédcl'î&eAa. 

DÉFINITIONS. 

y^. 1^. Les extrémités A , tf de l'axe Aai font appcl- 
lésfommets de la courbe. 2»e. Le point C milieu de l'axe 
eft le centre. 3»e. Une droite BCè perpendiculaire au 
grand axe Aa terminée de part & d'autre à l'ellipfe » &; 
qut pafle par le centre eft appellée le petit axe ou leyè-i 
€0nd axe. ^«w. Une droite quelconque MP ou MQ me^ 
née d'un point M de la courbe perpendiculairement à 
l'an des axeS' eft une ùrdmnée ou appliquée au mêm^ 
axe. jo»^ Les^{)artîes AP, dP^ ou BQ, iQ d'un axe 
formées par là rencontre de cet axe & de fon ordonnée 
quelconque ». font les abfcijjes ou les coupées de ce mémo 
axe. 6^. Une ordonnée & fes abfcifles correfpondantcs 
font appellées en général co^-orionnées. 7«i«. Une troî-» 
fieme proportionnelle aux deux axes s'appelle parametrf. 
de celui qui occupe le terme de la proportion. 

. S c M O L I E. 

' 5*7. Nous ferons dans la fuite de ce Chapitre le grand 
axe Aa=z2a ; le fécond axe Bb==:2h, la diftance F/ des 
foyers =2c , le paramètre du grand axe 2p , & celui du 
petit axe 2'7r, Le premier îè détermine en faifant cette 
analogie 2a:Qi:i2b':2p, Scie fécond par celle-ci : 



X u X St c T IONS Conique*. ij 

ah, : 2a:t 2a : %7r ; d'où il fuît que les paramètres du 
démî-grand axe & du demi petit are ferôntp ou ^r. Nous 
fuppojferons pareillement les indéterminées CP=Ar,& 
PM— ^jy. D'où il fuit que les abfcifles AP , ûP feront 
l'une a^^Xy & l'autre a — x , lorfque le. point P tom- 
bera dans la partie Ca, & au contraire APfera a — Xj & 
«P fera a-^x lorfque le point P tombera fur la partie G A* 
Dans cette fuppofitîon de l'origine des x au centre C , 
on peut auffi regarder le même point C comme Porîgine 
des abfciffes. Si l'on regarde comme pofitifs les CP ou 
les X qui vont de C vers a , ceux qui iront vers l'extré- 
mité oppofée A de l'axe , feront les x négatifs. Il faut ' ■ ' ' 
encore bien remarquer que dans cette même fuppofitioni 
les ordonnées PM au grand axe font égales aux abf- 
cifles CQ du petit axe y &de même les abfcifles CP du 
grand axe fopt égales aux ordonnées QM au petit , 6c 
réciproquement. Quelquefois auflî nous fuppoferons l'o- 
rigine des :c en A ou en a à l'un des fommets de la cour- 
be ,-& dans ce cas l'une des abfcifles AP étant x , l'autre 
abfciffe dP fera 2a — x. En général , il eft bon de fça- 
voir que tout point fixe fur le plan d'une courbe pour- 
roit être pris pour l'origine des co-ordonnées ; mais il 
étoit naturel de la fixer ici au centré ou à l'un des fommets 
de la courbe 9 parce que ces points fpnt les plus remar- 
quables yic parce qu'ils donnent plus de facilité dans les 
calculs. 

T H E O R E M E I. 

58. Le demi'pttit axe BC ejl moyen propûrtionnel en- pj- ^^ 
tre les dijlances AF , aF d'un foyer F aux extrémités du 
grand axe. . 

D é M OTN s T R A T,I-0 K. 

Puifque l'on a CF ou Cf=c , &, CA ou Ca^a^ AF 
fera â-f-c , & ^F fera a — c ; il faut doiic démontrer que 
érh-x : b ; ; b : a — -c ; ou que W=^^— c^. 
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Par condruâio» > BC eft perixendiculaîre au miKea db 
r F/> & de plus }e point B eft un d^s points de rellipfe ^ 
donc les. droites BF^ B/ tirées dç ce point aux foyers F,^^. 
feront égales entr'elles & à la moitié da gràn4 axe Aa 5' 
donc Bf=r^a ; cel^ po(ë ^ cauiç. dil triangle-rediangle^' 
BC/, on aura BC*=^B/^— Cf* , où e» mettisint les va^ 
leurs analytiques bb===aar--^c , d'où Ton pre «4r-c : è : ; 

T H E O R ?,M Ç^ ï Ik 

'ÎK* «4% j:p. Lç^uarre PM» 4'î^nc ordonnée quiconque TM aw. 
grand axteftau rèSangk ÀP^alf .^e jf|j ibfciffis y com me ^ 
k quarré CB'4^ d^i-peth axe , e/? Otf guorre C A» ii4 
iemi-grand axe j #e< , t^ qui retient au piême , f w 4?«iri;ç 
jpoicr cAojuc ordonnée yy : aar^i:!!; ; : \>h : aa^ ^ 

Démonstration^ 

Du point M extréraitë de l^ordonnée PM foîent me-^ 
toées aux^ foyers F,/les drokes MF>M/, &de ce poino 
cômise tentre avec le rayon MP foit décrite une portion 
de cercle qui coupe Taxe en deux points F^ Q & la 
droite fM auiC en deux points K» D. Par la fonnatioti 
de Pellipfe t)ii ià/M-+*MF=2a , dope aufli/JVH-MD 
ou/Ds»i^ Donc fi l'on divife cette ligne en deux éga-n 
Icment en L^ on aura/L ou LD=a ; d'où il fuit c[ue 

{IC=2LM ; carf Rî5=^D ou 2LQr^2MD , au lieu que 
,M==LD — MD. On fera voir de même que/G=2CP . 
i2x) j car /G=/F— FG=:^GF.^2FP > & CP=^ 
CF-^FP. Cela pofë, àçaufe:des (éca'ntcs /D ,/F exté. 
rieures au cercle , on aura cette proportion /D { 2a ) ;^ 

/G (zx) : : /F ( ac) :/K ou 2LM=^> & en divifanç 

?out par 2 ; a : ** : : c : — ; fifon prend en m^ême tems 1^ 
fomme & la djiiférence des antécédents & des copfé? 



peints, où aura ces dcjàxprôpôrrions. ^ . k '•; i ^ * v 
K *, ; faîfaht encore Jp4a*-«ki«tfRé 

lin componenao oc un ifeviiftnflo.^ on aura ^ • > % ^ % «^ 

tar/M=^FL («) 4^LM ( J ) •donçenmuluplîantct» 

deuk dernières proportïons'par ord^e-, ôti âuraa^ : A^^-^ 
^riitii^ci: : (/Mm^/P ) X ( /M-^/POW^*-??* 
==PM» à caufc du triangle-redlangle /PM. Donc e A 
mettant au lieu d e ^— <c> bi qui lui eft égal ( an. 58 ) 
^>y pour PM*,puîs feîfant unakerni2ndo&i/if^rr€rtid> 
bn aura yy : aa-**^-^* : c bb : ^* p- Q* f • ^» 

CvOROLLAÏKB L 

gp.Il fuît de-li que les Igùàrréis. de$ ordonnées aïK 
'^rcinîer.axè font entr'eux comme les produits des ab* 
fciflës correfpondantesipuifque k raifon des.xy à aa-^-^^Jù 
feft^tou jours égale à la faifoïi coBÏlante de bb à 4^ ; c'eft-- 
à-dire , que fi PM & Qm font deux ordonnées qufcl* 
<;onques à Cet ax e ; don t les î ^bfcifles foient AP , aP j 
ÀQ , aQ , «n aura PM* : Qm* : : APxf P : AQxaQ. 
C o k o 1 1. A ï R Ê I lé _ 

61. De ià proportion \p(y : m — xx : : bb : «a , on èft 

'ï^éàmt yy^bb — ^,ou aa^xxytt > équation qui ex^ 

Wîme d'une ihanîere générale toutes les propriétés des 
coTordonnées de rellipfe rapportée à fon premier axe ^ 
Vn fupï)àfÀnt /comme gn la fait ici, que l'orîgihe des # 
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cft au centre C. Sî dans cette équation l'on fûppo{ei^lf=i^a^^ 
on zuv^yy=kb ou^=jtl4> doù il fuit ,, comme on le 
fçaît par avance, que l'ordonnée BC qui pafle t)ar le cen-. 
tre foît au-deflfus , foît au-deflfous de l'axe eu égale au 
demi petit axe* Si l'on fuppofe Jc=jt;^> on aurajy=o , 
ce qui montre encore que rdlipfe coupe fon axe à ks 
deux extrémités. Si. l'on fuppofe A;=Hhc on zuT2^yy=^ 

.,, hhcc aabb'-^bbcc b^ i j i- t 

bb = OU —en mettant bb au heu de 

aa aa aa 

bb 
aa^^cc ; donc^=^;:— • Mais de la proportion dont on 

s'eft fervi pour déterminer le paramètre a:b::b:p, 

bb 

il s'enfuit que le demi-paramètre de l'axe eft égal à — ^ 

donc la double ordonnée^ l'axe qui paife par l'un ou 
l'autre foyer eft égale au paramètre dij premier axe. 

Corollaire III» 

62. De la proportion qui donne le paramètre a: h :t 
h:ps on tire aa: bb:: aifj ou bb : aa:: piaidoncû 

dans l'équation'j);y=aa — xxx— oh met ce rapport de 

Ib haaf elle 4evîendrajyjy===^!p--^—; l'on appelle cette 

égalité l'équation au paramétrer Elle peut fervir à trou- 
ver par le calcul tous les points de l'elîipfe de même que 
l'équation aux axes. 

Théorème III. 

63. Le quarré MQ^ (Tune ordonnée MQ au fécond axe 
Bb eft au reSangle BQxbQ ou CB»"-— CQ* âe fes abf- 
àjfes, co mme le quatre CA* du demi-grand axe CA, eji 
au quarré CB' du demi-petit axe CB. 

Démonstration. 

L'équation yf==^bb ^^ en dégageant Ar;r, donnée 
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^x=^bb^yyxij^ , d\)ù Pon tire tciù ( MQ* ) : hb — y^ 

X BQxAQ ou CB^^GQï^) : : aa ( CÂ- ) : W ( CB^). 
C.Q.F. Z?. 

COKOLLAIRE L 

<?4* I^ofic les quarrés des ordonnées au fécond axe i 
ïbnt auflî entr*eux comme les produits des abfcîffes cor- 
refpondames% Car la raifon du quarré d'une ordonnée 
quelconque au reâangle de fès abfcKTes 9 efl conftam- 
menc égale à celle des quarrés du demi-grand axe & 
4u deim-petic axe. 

CorollaikeII. 

6^. De la proportion h\av.AX*n donnée à l'art» y^ 
pour déterminer le paramètre du demi^petît axe , on 
tire hb : nd : ; b: ^, ouàa :bb ::w :b; mais on a pouf 
une ordonnée quelconque QM au fécond axe xx : bb--^ 
^y:x aaibbi donc on aura ^xttCixx lyy — hb : : ^r : fc , d'oi 
l'on tire une équation au paramètre pour le fécond axe 

'^x^=:^mb ■ ■» ■ ^ 5 quî peut fcrvîr i décrire la courbe corn-? 
^e les équations précédentes* 

Corollaire II L 

46(J* On a trouvé ( atu 62 ) que Péquatîon au para» 
Wtre pour une ordonnée quelconque PM au premier 

tecè cftj/=^p-— ^•P'oJc il fuît que le quarré d'une 

lordonnée quekonquje eftégal au rectangle du demi- 
grand axe par (on paramètre ;? , moins un reftangle fem- 
blable à celui-ci quî eft toujours repréfenté par la quan- 
tité ^ ; car il eft vîfible que l'on a cette analogie a:p:: 

»:-f donc les côtés x8c- du reélangle — font pro* 
portionnels à ceux a & ;> du reftangle ap ; donc ce» deux 
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^^ciftangles font femblables. Il faut faire le même faîlori^ 
Élément pour les ordonnées au fécond axe dont réqua-» 

tion ;i:jF=7r J— ^^eft combinée de la même manière quel 
la première. 

P R O B L E M E I. 

67. Unz elUpfe AMa Gr fesfayersF , f étant donnés^ 
il faut mener une tangente à la courbe par un point M 
^ aufjî donné. 

S01.UT10K ET Démonstration. 

•Kg* ij. Î^M pt^nt M aux deux foyers F,/ on mènera le« 
droites MF j M/; du rtême point comme centre on dé-» 
crira une portion de cercle qui coupera/ M prolongée 
autant mi'il fera^néceffaire dans un point D auquel on 
mènera FD. Enfifite par le milieu E de çctxc ligne 3c le 
point donné M> on ferapaflfer une droite ME ', qui fera 
la tangente que Ton demande» . , . ; - . ' 

Pour s'en convaincre , il fuflSra de éémôntref que Id 
point M eft le feul qui puifle appartenir à la droite ME 
&àlVllîpfe» Par- conftruélion ME êll perpendiculaire 
fur lei milieu de FD. Donc elle paife pat tous tes points; 
i égale diftance de D & de F ; donc fi d'un point quet 
conque m diffëi*ent de M on tireJes droites, m/, MF , 
jîiD , on aura mF==mD ; donc en ajoutant tnf de parc 
& d'autre nif^mF—zmf'+'inD 9 mais àcaufe du trianr. 
gle^D , n^'+-mD>fD qui eft égal au grand axe Aa, 
par conftruâîon ; donc auflî m/-+-mF> Aa ; d'où il fuît 
évidemment que le* point m ne peut être à Telliofe. Ê% 
d.F.D. 

Corollaire!. 

<S8. Il fuit de-là que la tangente EM forme des angles 
légaux FME,/Me d'un même côté avec les lignes tirées 
du point de contingence M aux foyers. Car /M€===DME 
qui lui eu oppofé au fommet j & le même angle EAlD=r 

EMF. 
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ÈMF à caufe des ligt)es égales MD , MF ; ED , FD 
( conftruftion ). Donc fi l'un des foyers F eft un point 
iuinineux, tous les rayons partis de ce point & réflé- 
chis parle contour de la courbe pâflerôntnéceflaîrement 
par Tautrè foyer. Cette propriété eft encore vraie dans 
le cercle ; comme on le fçait déjà par les Elémens« 

Ct)RbLLAlR3ElI. 

<îp. Il fuît encore cie-là que fi par le centre C l'on 
inene au point E milieu de FD la droite CE ,& une 
autre droite CH parallèle à la tangente MX, on aura # 

CE ou MH égale à la moitié du grand axe Aà. Car les 
droites F/> FD étant coupées cnatune en deux égale- 
ment, l'une en C l'autre en É , les triangles CFE , /FD 
feront feinblables ; dont on aura CF : CE : :/F :/D i 
mais CF eft moitié de/F , donc auffi CE <JU MH , à 
çauie du parallélogramme CHME> fera égale àlamoiii^ 
àe/D , qui eft égale à Àa , par conftruÂion. 

CoKOLtÀlRflII. 

70. Il eft encWe aîfé de voir que cette conftruéHoti 
auroit auflî lieu dan^ le cas où il faudroit mener une tan- v>y tj iptrrt.*^ 
gente à l'ellîpfe d'un point m donné hors de cette cour- ^*^'^ 

be. Pour cela., ayant tîi^ du point donné rh aux foyers 
/, F les droites m/, MF ; avec l*une de ces droites mF, 
comme rayon , on décrîroit du centre iri une portion de* 
cercle indéfinie vers D } enfùite du foyer / avec uii 
raypn /D=^ii4 on décriroît une nouvelle portion de 
éercle qui couperoît la première dans un point D,auquel 
on meneroit du foyer F la droite FD : enfit) par le 
point donné m & le milieu E de FJt) on tireroit la droite 
mE qui coupéroit/D dans un point M , & toucheroîc 
F«llipfe en ce point. Cette confttuftiori porte (à démon(^' 
trationavec elle. De plus, il eft.vifible qu'on peut fair^ 
une ftmblable opération en fe fervant du rayon m/, 
comme du rayon mP ; ce qui donneroit une autre tan-t 

C 
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getite qui pafferoît auffi par le point m , & qui touclié^ 
roic reilipfe dans la partie aB* 

Définitions» 

7î* t^. Sî par le point M où la droite MT touché 
Pcllîpfej on ëleve une perpendiculaire MR à cette tan- 
gente qui foit terminée à Taice en R , cette droite fera 
nommée h perpendiculaire ou la horfnale correfpondante 
au point M. 2"^. La partie RP de Taxe comprife entre 
Textrémité R de la normale & l'extrémité P de Tordons 
liée, s'appelle/du normale oufôû-perpendiculaife. j'^^.La 
partie MT de la tangente comprife entre le point de 
contaâ: M & le point T où elle rencontre l'axe prcH- 
longé fe nomme tangénu. 4*«*, On donne pareillement 
le noni At fou-tangente à la partie PT de Taxe comprife 
entre Fexftémîté P de l'ordonnée PM qui paffe par le 
jpoint M & la rencontre T de Taxe par la tatigehte MTè 

^ PkoblemeIL 

72. Trouvef Vexprejfiùn analytique de taJou-nôtmaU 

SoLUTIOKé 

Figt If* Les droites MR , Ï^D étant chacune perpendiculaire 
à la tangenpe MT (conftruôîon ) feront parallèles. Dond 
les trîangles/FD ,/RM feront femblables & donneront 

fD U^):fF (2C) ::/M (^V^) iatt.S9):fK^ 

— -^ — . Sî de/P=*c-H^ on ôte/R , on trouvera RP- 

*=*———= 9 ou en mettant hb pour <w— re? > 

RP^=*^a=5 -en faîfantttûgc du paramètre du pre* 
mier axe. C. Q. B^ D. \ 



iuji: SècttONS CoNiQVESï ^f 
- Corollaire I. 
73. De rëquatîon RP^=— , on tire cette proportion 

que rabfcîjOTe CP jferâ toujours plus grande que la fou- 
ftordale PR uht que C A fera plus grand que CB ; donc 
le point R ne coïncide jamais avec le centre C i dans la 
même fuppofitîph; Au contraire, lorfque les axes^ feront 
égaux, comme il arrive dans le cercle, on aura toujours 
CP=RP , & par cohféquent toutes les perpendiculaires 
aux tangentes d'uii cercie doivent pafler par le centre C^ 

CoKOL):Aifc£ il; 

74, Si Ton fak xs=za, rexpreiHîoh — dévîeût -^=^4 

D'où il fuît que lorfque le point P tombe Car le point A 9 
ia fou-iiormale cft égale àii pai-aihetre du demi-grand 
axe; &. par çonféqueht la courbure de rellîpfe en ce 
point eft égale à celle d'un cercle qui auroit pour rayort 
ce même paramètre. Nous donnerons dans la fuite le 
moyen de déterminet la courbure de l'ellipfe eh uii point 
quelconquci 

PRôBLieiiE tll. 

7^. tràuvér VexpreJJioh ahdy tique dt U fou^tângttm Fig^ ,y^ 
PT; • 

SoLtJfrôNâ 

Le triangle RMT étaht reftahgle en M (pàf coftftruo* 
tîon ) & la droite PM uiic perpendiculaire abaîffée dii 
foHimet de Tangle df oit fur la bafc i on aura RP : PM : î 
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COKOLLAIKE I. 

75. De l'équation PT=^l=î^, on tîte cette propiir- 

tîon GP (x) : AP (û— .v) :: tiP (^H-*) : PT- Donc 
on aura tomponendo , CP (x): CP^^AP (a) :: a? 
(a-^x) : aP-+-PT ou AC-+-CT(ii-+-CT) ; faifantle 
produit des extrêmes & des moyens dans cette propx)r-^ 
tron , on trouvera cette équation aX-^xxCTs=:aa"f-ax, 
tfoù Pon tire en effaçant ax de part & d'autre , & divî* 

Ênt par x , CT=:=^« On trouveroît auflî la même va- 

leur de CT en ajoutant x^ à Pexpreflîon de PT ; donc 
OR aura encore cette propbttiôn CP (*) : CA. (^) «^ 
ÇA(«);CT. • . 

CorollaikeIL 

* ^ -.^ 

77. On peut faire ufage de cette dernière propof^ 
ùon pour mener une tangente à l'eliipfe par le moyen 
de l'axe ^ lorfque l'on ne connoît pas les foyers. Pour 
cela , du point M donné fur la courbe par lequel on veut 
mener une tangente , on mènera l'ordonnée MP à l'axe > 
dont l'abfciffe fera CP ; enfuîte on cherchera une troi- 
iieme proportionneUeCTà cette abfcifle CP & au demi* 
axe CA. Par l'extrémité T de cette lîgne & le point M 
on fera paffer une droite MT, qui fera évidemment tan- 
gente en M, puifque l'on aura CP : CA : : CA : CT. 

COROLI-ÀIJE^E II !• 



78. Si de CT^?? on ôte CA«=tf , on aura AT= 



?*-a==ff=:?î ou tl£^; d'oîi l'on tire encore cette 

X a X 

propprtîon CP {x) : CA (à)':: AP (a^x) : AT 
/ ^--flfX4 \ . q^j po^^f ^jç encore Servir à déterminer le» 
tangentes pQur un point quelconque M, 
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CoROl,I,AIKE IVa 

^9. Puîfque Pon a la valeur algébrîqpe des lignes RP, 
PM, PT ; il fera facile: de trouver Tes expreflîons analy- 
tiques de la normale MR , de la tangente MT & celles 
des lignes CR, AR ou^R & R T>. i^ Le tri angle-rec- 

tanglè RPM donne MK=^ym^.^^^S^z^f^bb^, 

— i*ff-t-^ a^ Le trrang^e-reftang^e MPT donne 

Çareillemçnt MT ==/^MP*-+-PT*=;= ^fflIîf^-H 

» 44 
1 • 

y""^^ »ou ea réduifent tout au mêiM dénominatçuri 



6te RP f ^ ) on trouvera CR=^^=^i?,puif- 

que (rc=aa-^W. 4». Si de AC (a) l'on ôte CR , & fi 
i cette ro^e ligne AC ou aC on ajoute CR > on troa-i 

TcraARou «R=î±^^*ff , «iSffî. 

5•^ Enfin û di? CT ( ^ ) ( arx. 76 ) , l'on ôte CR ; oi^ 

trouvçra RT^l!±^'=£f: ou encore RT=«=f!rî!fLV 

^ C OK OL ZtM^RE V.. 

: 80. SîPonfe fert du^parametre dans rexpreflîbn des 
lignes que l-on vient de chercher, on trouvera i-^ MR=5^ 

/^ap fifljj!*r, 2o.MT=/^^^^^^5'5* 

5«. CR=a:— ^* ou a—pxt. 4^ AR ou ^R== a ^^x 
44.- 

Ciij 
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Problème IV. 

Fjg. I j; - Sx. Suppofmt quç par le point M , on ait mmi f<ytf^ 
donnée MQ au petit axe CB Çr prolongé la normale MR 
jufqu^à ce quelle rencontre le petit axe en r y il faut trou^ 
yer Vexpreffion analytique delafou-nori/fide Çtrprijefun 
le petit axe Bb* 

S p L U T I O Nt 

Les triangles femblaWcs RPM , MQr, donnent cette 
' proportion RP / -J" ) •' PM (^) : : QM {x) : Qr=^ 

i^Cku^^ en faîfant ufage (Ju paramètre w- du demir 
petit axe, C. Q. F. Il 

COKOLLAIRE 

82, Il fuît de rexprefSon Qr=2^ , que l^n aurais 

cette pcopprtîipn pour une fou-normale quelconque prife 
fur le fécond axe. bb : (lojjj : Qr , ou CB^. : C A* : ; 
CQ : Qr. Donc puifque CBf eft toujours plus petit que 
CA^, Pabfcîfle CQ fera auffi toujours plus petite que h 
normale Qr ; & par çonféqiient le point r fera toujours 
au-delà du centre C par rapport au point Q. De plus, lî 
Ton faîtjy=t > ou, ce qui revient au même CQ^CB , 
on aura Qr:;=:r ; d'oii il fuît encore que la.tourbure de 
Pellipiè en B eft égale à celle d'un cercle ^ ^uroit 
pour rayon le paramètre w du demi-petit axç. ' " 

Problème V, . 

83 • Suppofant toujours Vordonnée^lQ au fécond axe, ^ 
Cr la tangente MT prolongée jujqu^à ce qu^elle rencontre 
le demi-petit axe en t , il faut trouver Vexprejfîon delê- 
fou tangente Qt prife fur le petit axe. 



Soi,VTiO!r. 

Ees triangles^reâangles ièinblables rQM , MQt cloii* 
tent Qr : QM : : QM : Qt ; ou en mettant les valeurs 

analytiques ^: x:: x: QtsssîîiîSL. Mettant pour xm 
fa valeur hb — yyy!^, trouvée ( orf. 63, )^, on aura Q^ï=5| 

bb 
COKOLLAIRE I. 

84, Si l'on ajoute CQ (^) à Q( faï on trouver* 
Cr=:-. ; d'pà il fuît qu'on a auflî pour le fécond axe CQ[ 

(;^):CB(fc):;CB(J): Cr=('^j ; proportion 

qui peut encore ^rvir à mener les tangentes par le moyen 
du petit axe« 

COROLI<ÀIRE IL 

85, Connoîflant les expreffions analytiques des lîgnes^ 
?Q > QM , Ql , il fera facile de trouver celles de la tan- 
gente Mr de la normale Mr terminées au fécond axe , 
ainfi que celles des lignes Cr, Br ou fcr&fr. Nous ne dé- 
taillerons pas les opérations qu'il faut faire pour les trou- 
y tu Ilfurarapour les Commençans de trouver les réful- 

lats qui fui vent, l^ W^^/ a^y^^h^'^h}rfyyy^-^^^ 

^% Br ou br^'lÈ£l^ ou *!±f2=^i4.^g. ;o,jn=, 
~~kb^ ^""^7 ■ A^* 

Civ 
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CoaOLLAIRElIL 

56. Si Ton fait ufage du paramètre v du fecond afé jl 
en trouvera en mettâot dans les expreflions précédente» 

*^au lieu de aa; i^ Mt==V^hi^^b^^I^^^^ 

it\ Mi^y'bTf—'X^t^. 3^ Cr=!!?— > 4^ Br 

ou br=b'^'±:^y. J^ r,^^— j-f.'^f ,ou^^iL\ 
""^ y y h 

r 

S C H O L I E. 

57. Il n*efl: pas befôîn de faire obférver que ks cal- 
çqls qu'on yîent de faire pour trouver les expreflîons^ 
des lignes PR, PT, MR, MT; CR, CT; AR, AT 
ou 4R , aï & Içups hoçiologues fur le pegt axe , oQt 
rappon à la fuppofition de l'origine des x au centre C* 
Si l'on a voit fixé l'origine des x à tout autre point d^ 
l'axe , les mêmes lignes auroîent eu des expreffions dîflFë- 
rentes fans changer de valeur abfolue. Nous ne nous ar- 
riterons pas davantage furxrette matière, d'^ytant que 
l'on verra dans le Chapitre cinquième les cxpreflîons aU 
gébrîques j^e toutes cçs lîgtjcs , ea fqppofant l'orîgînç 
des abfcifles à l'un des fonî^mçt^ dç la çourbç. Toutes les. 
propriétés qij'on a examinées jyfqu'ici ont rappcti:t. à Fel- 
lipfe confidérée relativement à fes axes ; da^s le refte 
de ce Chapitre nous allons faire voir que toutes ces 
propriétés ont auflî Keu par rapport aux diamètres de: 
cette cqurbe ; on appelle diamètre une ligne droite qui 
«aflTô par le centre , & qui fe termine de part & d'autre 
a rellîpfe. Pour faciliter , autant qu'il eft poflîble, cette 
partie de la théorie dç l'ellipfe , nous ferons ufage du 
rapport de cette courbe avec un cercle décrit fur fon 
grand ou fur fon petit axe. De plus , çfin de donner à 
nos démonftrations toute la rigueur géométrique , nous- 
commencerons par établir le £ennme fuîvant > qui nou% 
a paru abfoluipent néceffaire. 



• JL £ I^ M C» 

8S. Si par les extrémités à* une droite TQ partent deux 
dr^tes quelconques PM, (^ parallèle entreUes's &* par ?ig. U^ 
les mimes points deux autres droites PR, QS aujjî parai-* 
Ule^ entf elles fy proportionnelles aux deux premières j; les 
droites MN ,, RS qwonfj^ra pajfer par les points M , N } 
R^S étant prolongées autant qu'il Jeta nécejfaire^ ren- 
contreront la droite PQ aujjiprolqngée^ sHl tn ejl befoinj^ 
dans^iinjeulù* même point A»^ 

DÉMONSTJRATïOK» 

Suppofons pour un teftant que la droite MN ren- 
contre la droite PQ dans uç ppint A > & ^jue la droiÉ 
RS rencontre la même droite JPQ dans un autre point 
B ; il cû vîfible que tout fe réduit à prouvçr que les 
points A, B coïncident; ou, ce qui revient au même» 
3ue AP=?BF. Puifque les droites PM j QN font par^U 
^les ainfi que les droites PR, QS , les triangles APMj» 
AQN ; BPR . BQS feront ferablables. 
Les ic". donnent AP : AQ : : PM: QN . . ; ^ . . ^ 
&parhypothèfe., ••.... PM:QN::PR:QS , 
& a caufc des 2^». trîanglesBPR , BQS . . . PR : QS : ; 
BP: BQ, Donc puifque la fuite des rapports égaux n^ 

Îas été interrompue , on aura AP : AQ : : BP : BQ* 
>onc dividendo AP : AQ^AP : : BP : BQ-^BP, ou 
AP : PQ : : BP : PQ ; donc APf=BP, puifque Jes deux 
CQnféquents PQ & PQ font égauj^. C Q. F. D. 

COKOLLAIRB 

8p, La ligne PQ étant une ligne quelconque peut 
être fuppofée auflî petite que Pon voudra , ainfi la pro- 
pofitiQp feroit encore vraie quand même cette ligne 
feroît infiniment petite* Il n'eft pas moins évident que 
1?^ pofitiop ics lignes PM , QN j PR , QS relativement 



?. 
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i la droite PQ ne fait rien à la vérîxé de la prcpoRmni, 
tout dépei^d de leur parallélifme ^ & d& leur, |pro^r<^ 
îÇÎon;jlité,^ 

Théorème IV^. • 

f «• ir ^^ yiyant décrit un cercle fur Tun des axes (tune ellipf^ 
'donnée s Jî par un même point de F axe commun on élève 
une ordonnée ^au cercle &• àVellipfe; je dis que chaque 
ordonnée de Vellipfeeft à T ordonnée correfpondante du cer^ 
cle , comme le demi-axe qui rCeft pas commun , eft au, 
ditmi^axe carpmun^ 

P É M O N s T R AT I O N«. 

Soît un cercle ^DA décrit fur le grand a:Ke, &? 
foîent prolongées toutes les ordonnées PM, PM de 
Pellîpfe jufqu'à la rencontre du cercle en N , N. Soît 
pareillement décrit un autre cercle BEie fur le petit axe 
ph y & foîent prolongées les ordonnées QN j^ QN de ce 
cercle jufqu'à ce qu'elles rencontrent l'ellîpfe en M > M. 
Il faut démontrer i^ que PM:PN:: CB: CA. :2% 
QueQM:QN::ÇA:CB. 

On a vu ci- devant {art. jp ) que PM^ : APxaP; :: 
ÇB*; CA>;naais à cau fe du cercle iiNDA> tfPxAP==a 
W^y donc PM* : PN? : : CB*: CA* & tirant les^act- 
aes PM: PN : : CB ; CA- C Q, F. i^. U. 

2^0^ a aiaflî démontré ( art. 6^ )• Que Ql(H; 
BQxiQ : : ÇA»: CB*; mais^ p ar la propriété du cer^ 
fh BNEbe , BQx^Q=»QN»> donc on aura QM^X 
QN» : : CA» ; CB^ , 8ç tirant les racines <;>M^QN : ^ 
CA:CB. Ç.(l.F.2,^. p. 

CoROtLAIRE* 

91. Il fuît de cette propofîtîon , qu'on peut regarder 
Vellipfe comme m. cercle dont toutes Içs ordonnées onç 



ift^ailpngées ou accourcks proportionneUement da&t. 
fiQ rapport: conf^nt. Lçrfque l'a^e commun au cercle 
& à l'eilipfe eft le grand axe de Fellipfe» alors cette 
courbe a été formée par les ordonnées du cercle rac* 
coarcies dans le rapport dû demi-petit axe au demi» 
grand a^e. Au contraire , lorlque l'axe commun au cer«* 
de & à rellipfe e(t le petit axe de cette courbe $ alors 
il faut concevoir que l'on a augmenté toutes les ordon- 
nées du cercle dans le rapport du pçtit axe au grandi 
aiçe de l'^lîpft aînfi formée* • ' . 

DéFINîTlONi 

$:2. Suppofant toujours un cercle décrit for le grand Fig, i8« 
axe de rclHpfe, fi l'on mené dans ce cercle deux dîa- 
inetres quelconques gG 5 IL perpendiculaires l'un fur 
l'autre , & par le? extrémités L, G de ces diamètres les 
perpendiculaires LI, GR à l'axe CA, lefquelles ren- 
contrent l'ellipfe aux points F , E ; les droites CF , CE^ 
lîienées du centre C aux mêmes points feront nom- 
mées dfimetres côrrefpondam pir rapport aux diamètres 
Gg, IL du cercfe* Ces mêmes droites confidérées d^o^ 
l'ellipfe feront nommées diamètres coi^\^ui$. 

93. De même ayant mené par un point quelconque 
N de ta circonférence d'un cercle » une ordonnée NQ 
au diamètre CG & parles extrémités QN de cette or- 
donnée les perpendiculaires QR, NS à V^xt comriiun,' v-^ù^^^^ 
dont la preniîere rencontre l'ellipfe en M , & la féconde 
coupe Je diamètre CF «n P ; fi par Içs points M, P^n 
tire la droite AlP cette ligne fera une crdonnée au dia- 
mètre Ce. Les ordonnées PM^ QN déterminées comme 
on vient de l'expliqiier dans le cercle & danç l'ellipfe 9 
ftront noinmées ordonnées cornffondântes^ 

CôHO LL airs/ 

P4. Il fuît de cette déènîtion i^é Que les ordonnées F^g- 1^- 
çbrre^çrndantes PM^ QN coupent l'axç commun dans 



ttiMnême point O, car à caufe des parallèles QR , GK 
on a.QR : PR: : GK : EK, & par la propriété de Pel^ 

Iip{è GK : £K : : NS : MS ; dont on aura 

QR : PR'X NS : MS; donc puîfque ces lignes parai* 
leles entr'ieUes» par conibuÂion > font auifi propor-^ 
tîonelles , les droites PM, QN qui paflfent par leurs ex- 
trémités CGaipecontrla.droite A£ dans un même point O. 
(Lera. an. 88 )• 2^« Il fuit encore de la même définition 
que l'ordonnée .BM dfii'eUipfe eft parallèle au diamètre 
CF; caries lignes CL, Qîi étant parallèles, par coud 
truftion, ainfi que les lignes LI, NS les triangles CIL , 
' OSN feront femblables '& -donneront CI : OS : : IL : 

NS ; mais par la propriété de l'ellipfe IL : NS : : IF : 
MS ; donc on aura CI : OS : ; JF : MS ; . donc les trian-^ 
gles.reftangles CIF , OSM font femblables ,,& par con-* 
êquent CF 9c A^P font dçs lignes p^raHlçl^ s.. C. Q^ 

Kg. i«i py* ^^ quatre PM* tPuneorionné^ PM-4 un diamètre^ 

^dçonque. C£ de Vellipfe efl o^ure&angleEPxtP ou* 

CE* — CP* desabjcifes correfpondames > comme le quar^ 

réCF* du demi-diafnetre conjugué :CF , eji au quarrd^ 

-^ CE* du, dcnd'^arnetn CE fur lequel on prend; les ahj\ 

P é M aK s XR A T I O N*^ 

LestrîangfesCFL, OMN, OPQ- étant formé dç; 

lignes parallèles font fqmbtables & donnent OM : OP : : 

/ ON : OQ :: CF : CL ; donc on aura componendo OM-H 

U^ ^t^ OP:ONh-OQ::CF:CL,ou enréduifantMPrNQ:;. 

^ CF : CL j donfc en quarrant chaque terme & alternant 

cette proportion SÎP* : CF* : : NQ* : GL* ; mais par la 

nature du cercle NQ» : CL»": : ÇG^-— CQ* : CG*"j 8ç à 

caufe de$, triangles fe^nblatles CQP, CGE^ on aura 
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CG^— CQ^:CG"-:CE^^~CP\-"œ donc puîfque 
la fuit e des r appo rt s égau x n^a p as été interrompue on 
aura MP* : CP : : CE^— CP* : Cl^ ; ou* ùktrMniê 
MP^ : CÈ^^GP* : : CF^ : GE*. G Q. ^:D. 

GôrolIaikeL 

: <f6 donc le^ propriétés des ordonnées aux diametfei 
ilônt précifement les mêmes que celles des axes; donc (i 
l'on nomme un diamètre quelconque 2aifon conjugué 
^; une abfcifle quelconque prife du centre fur Pun des 
diamètres conjugués, .r; l'ordonnée correfpondante jr* 
& f lé paramètre du diamètre fur lequel on prend let 
abfcîflesj on aura toujours cette analogie jy: aa^xx: : 
hb:aa::p:a; d'oà l'on tire les équations aux diamètres 

conjugués y & au paramètre ; Vum yy^rszbb-^-^ ^ PaU- 

tt'ej)y=flj7^î^quî expriment d'une manière générale 

iâ nature & les propriétés de l'ellîpfè confidérée paf 
rapport à fès axes ou par rapport à fes diamètres , ett 
foppofant l'origine des x au centre delà courbe. Si l'on 
prenoit l'origine des x à l'une des extrémités d'un dja- 
metre; alors l'une des abfciffes étant repréfentée par xi 
l'autre fera néçéffairement 2a^Xi & le reftangle des abf- 
ciffes fera ^^ir—^r^r; donc on ZMXZ yy : 2ax-^xx : : bb i 
ua::p:ai d'où l'on tire deux nouvelles 'équations ^^= 

^^ o pxx . . y • 

2Lap:^xxx-^yScyy^=:2px — ^—^ qui expriment égale- 
ment la nature de l'ellipfe. 

CoaoljLAire il 

5)7. donc on peut confidérer une ellîplè fapportée k 
fes diamètres cDmme ayant été formée d'une autre el- 
lipfe qui auroit eu les mêmes diamètres pour axes 9 ^n 
forc^ que l'uo 4^ fçs axes de toutes les ordonnées qu) 



wLtt >.*i**-*---jKft*^**>-c^ 



HS ImTRO DU CTlôiC 

lui font parallèles fe (èroîent également inclinées fur Fan- 
tre axe & d'un même côté pour former l'ellipfe dont 
on auroit les deux diamètres cbnjugués. 

COKOLL A t &£ IIL 

98. Donc pour mener ufie tangente MT à un point 
M d'une ellipfe dont on a deux diamètres con juges C£| 
CF il n'y a qu'à mener par le point M une ordonnée 
MP à l'un de ces diametreç, chercher enfuite une droite 
CT troîfieme proportionnelle à CP & à CE & meher la 
droite MT par le point donné M & l'extrémité T de 
cette troifiemc proportionnelle.. Car on peut regarder 
une tangente comme une droite qui paflfe par tes extré- 
mités des deux ordonnées infihiteent proches; donc 
tant que les ordonnées feront les mêmes > quelque foit 
leur inciinaifon fur la ligne des abfci(fes> 1^ tangente 
tencontreta toujours cette même ligne des abfciffes à la 
même diftance du centre; fuivant ce qui a été dit ( arn 
ÎJp ). Donc défignant toujours l'abfcifle CP pfîfe du 
centre par x, l'expfeffion de la fou-taiigelitè PTfera tou- 
jours • Dfc même celle de là partie di^ diamètre 

comprife entré le centre ôt la rencontre de la tangente 
fera -r-. En un mot^ toutes les lignes dpnt.îa détermina-. 

tîon ne dépend point de la confidératîon des angles é 
auront les mêmes expreflîons^ tant pour les diamètre^ 
que pour les axes. D'où il fuit que l'expreffion de là 
normale^de la fou-normalej de la tangente ne fera pas la 
«nême pour un diamètre & «pour les axes, parce que 
Ton a eu égard dans ^e cas a l'angle droit que les or- 
données font avec leurs a:;j:es. 

CojrollaîréÎV. 

9Ç, Sîles diamètres CG, CL cortefpohdans aù« 
lÊiiïaetrcs conjugués CE> GF de l'ellipft font «n angle* 



XuxSbctions Coniques 4^ 
dé 45' degrés avec Taxe commun, les abfcîflfcs CK , CI 
deviendront égales dans ce cas , ainfî que les diamètres 
conjugués. Donc alors Téquation à Ydliipkyysszbb'^ 

•^deviendra ccUcs*t!,^a=xtfa— jr^rqui eft la même 

que celle du cercle .Aîftfi pour qu'une courbe foît uncer* 
de , il ne i^ffit pas que les quarrés des ordonnées (oient 
égaux aux produits de leurs abfcifTes ; iMaut encore de 
plus que les ordonnées faflent un angle droit avec leui^ 
diamètre. Il fuit encore de-làqu'il ne peut y avoir que 
deux diamètres conjugués égaux dans 1 ellipfè , puifqu'il 
!)'y a que deux diamètres correfpondans dans le cercle 
qui faflent un angle demi^droit avec l^axe commun. Il 
eftailë de voir que Tabicifle qui donne les demi* diame^ 
1res conjugués égaux eft égale à CAxv/I^ 

.Théorème VL 
JOo. Si dés extrémités M , N ie deux diamètres ûonju" Fîg. i^,- 
^ués on mené à un autre, diamètre quelconque £)A qui 
pajfe entre les deux premiers i les ordonnées PM , QN; ^e 

Jisjue Von ^KriCA^-^SFesCOT; o«CA*— CQ*= 
CP\ ^ 

DÉMONSTRÀTÎOil. 

Soîtfaît AC=<i;BCr^fc;CPr=x; CÇl^\, «çfoît 
ihenée la tangente TÎAt terminée aux diamètres conjugués 
C A I CB ; il faut prouver que xij^sszsaa-^-^x^ ou que xxsss 

Le s triangles femblables TPM , CQN donnent PÎ^ 
CQ» : :JMP* : NQs &pa;la propriété de rellipfé on a ... 
. . . . . .MF : NQ> ; : C A*-CP' iCh^^CflK Donc 

PT» : CQ» : : CA»— CFl CA*-CQ« , & analytique- 

ment — — • ?î ' • M'-^xx : tf^— f j. Multipliant les 
deux premiers termes p^r :èx & dîvîfànt les deux anté-f 
çédcms fat i&AyrXx^ Çcm prôportio4. devient iw— 
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^x t ^{xx : : I : aa — ii ; àonc x{^xz=zaa — xxyj^a-^^i^ 
t)u ii[xx=za'^ — aaxx — aair-^r^^xx ; d'où effaçant ce 
ïjui fe détruit, traflfpofant &divifant toul'par aay il vien- 
dra «a— arjf=;=^î , ou xx=paa — n. C. Q, F. D. * 

Ct)3R OtL A I R E I. 

I o I • Si des ttctrémîtés M , N des mêmies diamètres on 
tbaîffe des ordonnées MR, NS fur le diamètre CB coni 
jugué au diamètre C Aj on fer a de m ê me vo ir que CS*==: 
CB*^^CRS & que CR*"=CB»"-^CS\ Dohc fi l'on 
fiippôfe que les demi-dîametres CA & CB foîent les 
ôkes de rdlipfe , les triangles CPM, CQN feront rec- 
tangles & Ton en déduira cette égalité CM*-f.CN*=a 
CA^-ir.CBVçar de Péquation CÂ» — CF=CQ^on 
tire C Â>=CP^"HCQ^ > & pareillement de réquation 
CB>^CR»=CSSon déduit CB»=CS»-hCRs done 
en ajoutant ces deux dernières équations on aura CA*-f^ 
CB^==CP-4--Ô^ -HCS^H-CR* ===CP-f.PMi ^ 
CQ*-|-QN» en mettante la place des quantités GR* i 
es* , leurs égales PM* , QN* ; ihais à caufe des trian- 
gles^ reftangles^M, CQNj"CM*===CP*^"PM"& 
CN'=CQ"H"Q N'; do nc on a ura cette dernière équa* 
tionCA"*-t^CF===CJVp-t*CN^; d'où ilfuit que dans une 
cilipfe lafortimedesquarrésdedeux diamètres conjugué* 
quelconques eft égale à celle des quarrés des axes* 

CoROLLAtKE IL 

102. îl eft aîfé maintenant d'avoir l^expreflîon anâ-» 
lytîque de deux demi- diamètres conjugués quelconques- 
Car il eft vifible 9. à caufe du triangle-reftangle GPM, 

que CSr*:??^* (xx)^m}' {^aa^xxy^-^ ) ou en ré* 

.duifant 



.^ . v.-J 



r " '" " ^-^ " " " 1 



X U X S Ê C T I O N s C ON r QU E S. 4J 



duîiantaa même dénortînateur CM*= 



a^b^^a^x^^èhx* 



éfà 



Si dç 'CA»-fCB* (^a-Hifc)l'on ôte CM* , oh âQra ' 

Ur-=.^±t^:r:£^é Donc CM=l^Z±£Îlz:i:î! 



tfc CN= 



4 

Theoîibmb vit. 



103^ Suppofaht toujours deux diamètres conjugués y. j^, 
tM , CN , & deusé autres diamètres conjugués CA , CB ; 
^ant i'im CApaJfi au-^dedans des deux premiers ; Jî Von 
inehé la tangente tMT prolongée autant qu il fera nécef 
faire pàur quellefoit terminée de part &r d'autre aux dia^ 
mètres conjugués CA;, CB; je dis que Von aura MT>i 
Mti=:CN^; 

ÎDéiAONStRATlON. 

Nous venons de trouver dans la dernîef'e pfopofi- 
tîon CQ*=p=a^= — icx; maïs on a auflî CPxPT=aa — xxé 
car ( art. 16 ) PT=î^i:^ & CP=rAr. Donc CQ*=: 

CÎPxPT. De plus à caufe des triangles femblâbles CQNj 
TPM V MRt , on a ces deux proportions , MT : TP : : 
CN : CQ & Mt : MR ou CP : : CN: CQ ; donc en les 
multipliant par ordre MXxMt : PTxCP::CN- : CQ^; 
mais on vient de voir que PTxCP=CQ* 5 donc MT>C 
MtsteCfKG.Q.F. D* 

PROBLÈME Vi> 

104. Çonnoijfant deux, diametra Conjugués CM , CN donnés ffg. |^ 
àe grandeur & de fojitiony trouver deux diamètres aujjl conju* ^ ^q, 
gtiù fuifaji'ent entr'em un angk égal À un angU. donné* 
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Solution. 

Fl;« 10. Suppofbns f our un infiant le problème réfôlu 8c que CA et 
CB font les diamètres demandés; par le point M foit tirée la 
tangente T9At qui fera donnée de pofîtion puisqu'elle doit 
étie parallèle i CN dont la pofîtion efi CuppoCée déterminée» 
Soit de pluY prolongé le diamètre CM en F, en forte que l'on 
ait CM : CN : : CN: MF; il eft évident que l'on aura CN»=»^ 
CMxMF. Mais par le dernier Théorème on a aufE MTxM/== 
CN' ; donc MTxM/=CMxMF; donc le* quatre poinu C» 
F,T,^ doivent appartenir à la circonférence d*un mém« 
xercle ; ce qui réduit notre Problème i celui-ci. 

10^. Une droite^ CF & fis fartiei CM , MF étant donnée/ de 

e ligne indéfinie tMT donnét 

preftshrf \ tl fàint trouver U 

tes pûinu donnés C,¥ tr oui 

coupe la ligne Tt en deux fùtnis T , t tth que Van^ît TCt jQti 

4^atà un an fie donn'é qr$j cequife Cùnjirnii çumme il fiéh. 

• Far le point D milieu de CF on élèvera une ligne droite DL 

perpendiculaire i cette même iignc & qui rencontre MT en ua 

point L, par lequel & par le point F on mènera IF, P^r Im 

.même point D on mènera DE perpendiculaire fur MT & DI 

qui faffe avec cette même ligne DE un anele EDI égal i Tan* 

gle donné, & Ton décrira avec le rayon DI un arc de cercle 

qui coupe LF dans un point K auquel orv tirera DK; enfin par 

le point F on mènera FG parallèle i DK » & le point G oâ 

cette ligne rencontrera la ligne LD prolongée autant gu'iJ fera 

héceflairc fera le centre du cercle demande. Pour avojrenfuitfi 

le« points T, ^ où les diamètres demandés coupent U tangent© 

MT, il tï*y aura qu'à décrire un cercle du point G comme 

centre avec le rayon -GF , ou avec un rayon Qt en menant 

par IcpoiAC G une droite G^ parallèle i DI. 

DÉMONSTRATiOK. 

n eÔ aîic de rbîr que les lignes GF, GT , Gr font égalej ; 
car on a fait par confiruâion G F parallèle i DK , & Gi paral- 
lèle à DI; donc les triangles femblables LDK,LGF; LDI 
hGt donneront DK : GF : : LD : LG : ; DI : G/ ; donc pujfquc 
les lignes DK,DI font égales, parconftruaion; les lignes GF,G/ 
le feront auffi. De plus l'angleTCxeÛ égal i Tan^le donné. Pour 
f*en convaincre il n'y a qua tirer GH perpendiculaire furT*; 
cettelignc paflant parle centre coupera l'angle TG^ en deuJC 
également, tk de plus fera parallèle i DE ijue rt>n luppofe aufS 
perpandiculairç à Tu Maû i cauTc des parallelei DI, G/ Us 



AUJc SfectîbNS Coniques. j-î 

Wngl'és tGH, IDE feront égaux entrVux & â l'angle donné , parce 
^ue Je dernier IDE a été conûruit tel; donc auffi TC^ (èra 
é^al â r.aiigle donné , puifquè cet angle a^ant Ton fommet à 
la circonférence $c étant appuyé fur Tare TFr aura pour mefure 
la moitié du même arc , qui eâ précifémc nt celle de Tangle au 
centre rGH, C. Q. F. Té& D. . 

S C H O L I £» 

' ïo<î. Si l'on vouloît déterminer fur les lîgnej Ct , CT la Ion* 
Çueur des demi- dialnetres conWués CA & CB, iln'y auroit f'îg, |^^ 
iqu*à mener par le point M une ordonnée MP, ou, ce qui reWent 
au hiéme , uhe parallèle à Çt, & prendre enfuite CA moyenne . ^ 
géométrique entre CP & CT* On troureroit de ihcme la Ion- ^* 
gueut de C6« Si l'on demandoit les axes mêmes de ïclUpCe , il 
«dévident q^ue l'angle EDI devient égal à l'angle ËDL 6c par p. 
conséquent le point LelHe centre ^u cercle demandé ; ainfî '^'o* ^^ 
la Iblutîon de ce cas devient uh Corollaire de notre folution 
générale. La confiruôion de ce dernier cas efl précifêment la 
tnémé que celle qu'on trouve dans les Coniques à*AffoUon$ut 
de P«rgf j lu despluiaâcieiij Géotâttte$ qtti ai; icxit fur ce# 
courbes. 

PnOBLJBMB Vlfà 

. 107* Trouver texpttffidn analytique d'une perpendi^ pl^^ ,^i 
itulaiftÇK abaijfee du cèfitreCfur la tangente MT pa^ 
taUele aU diamètre CN conjugué â celui qui pajfe pat U 
point touchant M* 

Solution*' 

Les tfîafigles femblablea MPT , CKT doiincflt MT î 
M P.'tC T : CK-^ toais oti a trouvé («rt* 7^*) MTsas 

aa kh ti ' 

tft iiiettatit ecs valeurs algébriques > on aura rf^^zH!! 

* aa X 
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!to8» tout tes paraMogfâmmi Hnmfcfipu âuflé mi" yj^ ,^^ 



^2 Introduction 

me ellipfe^ formés fur deux diamètres conjugués font 
égaux entreux Ér au reBangle des axes. 

béAO^STRATÏON. 

Il eft vlfible que l^aîre du parallélogramme formé fut 
deux diamètres conjugués CM , CN cft égale au rec- 
tangle de CN par CK ; mais on% trouvé ci-devant ( art. 

I02 ) CNïss*^ & 1 on vient de trouver 

àâb 
au dernier Problème OLi=^'j-====^r= — . ; en multî-i 

V bbxx — aaKX-^a^ 

\ pliant ces quantités algébriques l'une par l'autre , & ef- 

façant ce qui fe détruit, on aufa CNxCKj==at; oa 
CNxGK;=rCAxCB. C. Q. F. O. 

THEOREME ÎX. 

?ig» 17» '^5' ^^f^^fa^^ ^^ Vellipfe efi à celle £un cercle décrit 
fur fon grand ou fur fon petit axe^ comme le petit axe , 
eji au grand axe , ou comme le gr^nd axe ejl au petit axe^ 

Démonsteation. 

Il n'y a qu'à concevoir l^ellipfe ^MBA & le cercle 
iciNDA comme étant formés tous deux d'une infinité 
d'ordonnées {)aralleles'entf'elles & perpendiculaires à 
Taxe commun. Le nombre des élémens fera le même 
de part & d'autre, puifqu'il eft mefuré par le même axe 
commun , & de plus chaque élément PM de l'éllîpfe eft 
i fon correfponaant PN dans le cercle , comme CB eft 
_„ à CA; donc la fomme des élémens d'une part, ou la 
• furface de l'ellipfe, eft à la fomme des élémens de l'autre 
ou à la furface du cercle ; comme CB eft à CA* Donc 
I** & C . . On fera voir dô même que la furface de Tel-» 
lipfe eft à celle d'un cercle décrit fur fon petit axe 
comme le grand axe eft au petit axe. C Q. F.t^. Z?v 



»ux Sections Coniçues^ Yj 

CorollairbI. 

ïio. H fuît de-là que la furface de l'ellîpfe eft égale 
i l'aire d'un cercle dont le rayon feroît moyen géomé- 
trique entre les deux demi-axes. Soit S la futfece du 
cercle décriofur CA; i, celle- de reUipfe,& CL le rayon 
moyen entre CA & CB. On vient de voir que S : x: i 
CA : CB, & parce que CL eftnK)yen proportionnel en^ 
treCA&CB, on aura cette analogie •..*.#•••• 
CA : CB ; : CA* : CL\ ou en prenant les cercles faits 
ftr ces Kgnes comynq rayons& les défignant par cercU CA 
& cercle CL ^ CÀ* : CL* :: ^frcîe CA : cercle CL; doHc on 

5^ra s : 5 : : cercle. CK: cercle CL. Mais S= cercle CA. f^. 

bypothèfe 5 donc aufli 5== cercle CL. 

COKOL'LAIKJS IL 

III. Donc la furface de Tellîpfe eft très-à peu près 
égale à — du reflangle de feà demi-axes, ou du parallélo- 
gran^nj^ formé îur deux demi-dîametres conjugués. Car 
on fçaît que la furface d'un cercle eflrégale à" du quarré 

du rayon. On aura donc S=^^CA*.Donc puifque S : 

s: : CA : CB on aura auffi j CA» : i :: CA : CB d'où 

l'on, tire 5==" CAxCB. Si Pon vouïoit une plus gran- 
'de exàftîtude dansJa détermination de h fiirface de Tel- 
lipfe', il fàudroît employer un rapport de la demi-cir- 
conférence au rayon plus exad que celui de 22 a 7. En 

ie fervant du rapport de 37; à 113 on auroit J=]7^ 
CAxCB , ou en prenant le rapport de m à n pour 
celui d^ di^metrç à h circonférence ^ CA x CB:=j.,. 
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y^ Iktroductiôïc^ 



C H A P I T R E I V. 

Des propriétés de ^Hyperbole conftdérée fur Ml 

pian. 

Définition. 

Tigk 11* ji2. Ç OIT unç droite Aa divifie en deux égalemem 
^ en C dr deux points F/ffiCr cette mime ligne 
prolongée de part Çr £ autre auffi à égales dUiances du 
point C;Jî Von cherche une infinité de points M, tels quê 
la différence des lignes fM, FM menées de chacun de ces 
> points aux points (9 F foit confiamment égale à la ligne 
Aa ; la courbe qui paj^a pat cette fuixe de points fera un% 
hyperbole, ^ 

C G R X L A I K £• 

1 1 J, II fuît de cette définition que la courbe a nécet- 
ïairement deux branches MAm , mami car il eft viilbte 
qu'on peut trouver du côt^ dcfSca» une fuite de points 
M > m qui aient la mêipe propriété que la fuite de points 
^ ^u'on auroit trouvé vers A & vers F. Ces deux courbes 
qui fe préfcntent leur convexité Tune à Tautrc ferons 
4ioinniées eofemble hyperboles opposées. 

Définition s« 

114. i^«- La ligne Aa donnée de grandeur i& de 
pofition fera nommée axe fini ou premier axe des hy^ 
perbolcs oppoiées. a'"^- Xes extrémités A> a de cet 
axe feront nommées origines ou fommets des mêmes 
courbes, 3'"'- Les points F, /pris à égale diftance des 
extrémités de Paxe feront les/(>yerj<les hyperboles op* 
pofées..4'"'*'Le point C milieu de Aa fera le centre des 
«eux courbes. /'»<• Une droite indéfinie ^CB menée 



far le centre C perpendiculairement au premier axe 
Aizfera F axe indéfini i & fi fur cette même ligne on 
prend de part<Sc d'autre du centre C les parties CB» , 
Cb chacune moyenne proportionnelle entre les di(lance$ 
d'un fommet A ou a aux deux foyers F,/; cette ligne 
^B fera le fécond axe fini , ou Amplement le fecand axt 
des hyperboles MAm , moM. 6'"«- Si d'un point queU 
conque M de là courbe on abailTe une perpendiculaire 
MP à Faxe Aa prolongé autant qu'il fera néceflaîret 
cette ligne fera une ordonnée au même axe. 7'"^- Les 
parties AP, aPdu même axe comprifes entre (es ex- 
trémités A, il & le point P où il efl rencontré par Tor- 
donnée PM j feront nommées les abfcijfes ou coupées^ 
gmf. Une ordpnnée & les abfciffes Ar , aP qui lui ré- 
pondent feront déiîgnées également par le mot de co^ 
ordonnées., ^^' Pareillement on nommeta ordonnée au 
fécond axe une droite MQ menée d'un des points dç 
rhypçrbolè perpendiculairement au même lècond axe. 
jo"»'- De même auiS les parties BQ , tQ du fécond axe 
comprîies entre fes extrémités & la rencontre de For* 
donnée feront les abfciffes correfpondantes à cette or* 
donnée* ii*"^* Nous donnerons auffi le nom A^abfcîffk 
aux parties de chaque axe comprifes entre le centre C » 
& la rencontre de cet axe par fon ordonnée. D'où il 
fuît que dans ce cas chaque ordonnée ne peut avoir 
qu'une abfcîffe,& gue les ordonnées d'un axe feront 
égales aux ablciffes def autre ; & réciproquement , comr 
me il eft évident à caufe du parallélogramme CPMQ^ 
1 2"'^* Une troîfieme proportionnelle aux deux axes fera 
nommée paramètre de celui qui occupe le premier ter* 
IDC de la proportion. 

PROBLEME L 

ne. Suppofant la définition précédente ^ il faut décrîrt ^^i* * '• 
fiFie hyperbole ou les deux hyperboles oppofées ; ou j ce qui 
tevif^nt au même^ il faut trouver tant de goints^ue Ion 
coudra de chacune de cts. courbes^ 



SOLUTION. 

' De l*un des foyers / comme centre avec un ràyo!< 
quelconque /G plus grand que/A> ob décrira un arc de 
cercle indéfini mGM : ayant enfuite pris far Taxe vers G 
une partie A<i>=AF; dû point F cocbme centre avec un 
j;ayon égal a <pG on décrira une nouvelle portion de 
cercle qui coupera le premier arc en deux points déter- 
minés m , M qui feront à Fhyperbole demandée. Cap 
puifque A4>=^AF on aura /<?>=?£ A^; donc auflî/G — r 
4G==tfA,&par conféquent/M — ^FM fera auffi égaj 
au premier axe aA, puifque les lignès/M , FM font par 
Gonfiruftion égales aux lignes /G , <f G. C. (^^ F. T. Gr !>• 

C O KO X. L A I R £• 

11 5. Comme on pei|t prendre le rayon/G Hgranc[ que 
Ton voudra , il fu^t de-Ù que chacune des hyperboles e^ 
compofée de deux^brancbes infinies qui s^éloignent con- 
tinuellement de l'axe Aa, Déplus, il eft vifible que le, 
point G ne peut pas tomber entre le fommet A & le 
centre Ç ; car dans ce cas les cercles décrits des poînt^ 
/, F comme centres avec les rayons /G, <pG ne pour- 
roîeiît plus fe couper ni ^^êmç fe toucher en aucun point. 
Donc les lignes/ A & <jA font ^es Unîtes de toutes le^ 
lîgnes/G, <pG qui fervent à 4écrirç chacune des hyper- 
boles ; & les points A 8c a feront par conféquçnt de^ 
points de la courbe à décrire^ 

Avertissement. 

117. Nous ferons dans la fuite de ce Chapitre l^ 
J>remieraxe Aa^=s=2^;CF ou Cf=c; ce qui donnera 
A/===c-f-û & AF=c — a; donc fi Ton nomme CB , b; 
parce que cette ligne eft moyenne entre A/ & AE , (art. 
i 14. défi ye.) on aura hh=a-^cxc — a^=i-cc — aa. Nous 
ferons pareillement ÇP=5=:ri en regardant le centre çonphr 
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tee Torigine des abfcîffes , & Ton aura dP=:X'^a te 
AP=^=^ — a. Enfin , nous nommerons les ordonnée! 
MPj^ Il eft vifîblc que lesjy expriment les abfcîffes^ 
du fécond axe, tandis que les j; expriment Içs ordonnées 
au même axe; puîfque MP=CQ & que CP==MQi 
Nous nommerons le paramètre du demi-grand axe jp & 
celui du dcmî'-petit axjB w. . 

Thj^okbmeI. 

liS.Lequarré PM* d^une ordonnée quelconque PM p,-^^ ^j. 

au grand ax^ Aa eft au reElangle APxdP ou CP* — C A^ 

des abfcijfes çorrefpondantes ; comm e le q uarré CB^ du. 

ficond demi' axe CB^ eft au quarré CA^ du demi-pre^ 
mier axe C A. 

Il faut donc prouver que yy : xx-^aa : : bb : aa. 

Dé MO N s TR A T I O N. 

Dupoînt M aux foyers/^F foîent menée? ks droitea 
Mj^jMF"; & foit décrit de ce point comme centre avec le 
rayon MF un cercle DFÇrK qui coupera /M prolongée 
s'il eft befoîn en deux poîqts D, K & Taxe A^ aufll 
prolongé en deux points F, G ; tant que l'ordonnée MP 
ne paffera pas par le foyer F. De pluy foît encore dîvî- 
féé la figne/D en deux également en L. /L ou LD 
fera évidemment égale à CA; & l'on fera voir commo 
àl'artîcle y8. del'ellipfe queLM=i/KqueCP=:i/G. 
Cela pofé à caufe du cercle' & des fécantes extérieures 
/G , /K on a la proportion fuivantc. 

/D ( 2a) : /G (sa- ) : :ff ( 2c ) : /K au :?LM Ç^j^ 

4onc en divifànt chaque terme par 2 ; a: x:: c/-^ ; 
l^G prenant la fomme & enfuîte la dîfierence des 



antécédens de de$ confëquess bo aura cea deux analogie^ 



) ,, -Uaifar 

ntndit & uîi Jividcndo pour duM 



faifant encore un compo^ 
Tundd ^& \m Hvmndo^ pour cbarâcie on trouvera » % • % 

tf : X — û : : es— « : a— <— .x-+-^=/M — /P. 

^ Ponc en. multipliant ces deux dernières proportion* 
par o rdre on aura cette dernière aa : xx — aa : : ce — aa : 
/M»--/F» de laquelle on xireyy: xx — aa : : bb: aa, 
en mettant jy à la place de /M* — /P*, bb à la place 
de ec^'-^-^aa qui lui eft égal ( orf. 1 16 ) alternant la nou- 
velle proportion & faifant enfuite un ini/crtendo* Donc 
PM^:APxaP::CF:CA>. C.Q.F.D. 

CokollaireL 

I ip. Donc les quarrés des ordonnées au grand axe 
font entr'eux comme les produits de leurs abfciflesj 
puifque ces quarrés font au redanglede leurs abfciâes. 
dans la raifon confiante de CB* à CA*. 

COROLI^AIRE IL 

'I20. De la proportion jry : xx-r^^-aa iibhiaa Ton tîrt 

Péquatîon yy= ~ »— M qui exprime la nature de cette 

courbe confîdërée par rapport à fon axe , en comptant 
l'origine des x au centre C. Si Ton fait xssi Hha l'on 
trouvera^*=:o. D'oàîl fuit que la courbe coupe fon 
axe aux extrémités ^u même axe 9 comme nous l'avons 
déjà remarqué. Si Ton fait x <^;:iz; les valeurs de jr de- 
viennent imaginaires 9 & par conféquent il ne peut y 
avoir aucun point de la courbe encre le c^tre Se les ex? 



Ir2mîtës de Taxe. Si l'on fait x — JH oo ( cette note dé-, 
fignçtun grandeur infinie ) > on aura Hyft=s» s donc les 
deux branches de chacune des hyperboles oppofifes s'é- 
loignent continuellement de leur axe. Si l'on fait 9fs^^ 

il^c , on trouvera yy. ^^i ^ i A ;i MCtf •— ^oax^ ; donq 

^^yi=— , puîfque Jfc=ïcc— iW ; donc^y= - ; c'eft - à - 

dite que dans ce cas l'ordonnée qui paffe néceffaircinént 
pîr le foyer, eil une troîfieme pronertionnelle au demi- 
premier axe eft au demî-fecond axe j & par confcqucnt 
égale au demi-paramètre. 

THéOREMBlI, 

12 1. Le quarté }AQ^ d'une ordonnée MQ ait feconU 
nxe Bb eji à lafomme CB»"4-CQ* iej quarrés du dèmi^ 
axe CB Sf de Vabfcijfe CQ; comme le quatre du demi^ 
axe C A eft au quarté du demi-axe CB; ceft-à-dire, 
que chaque ordonnée MQ au fé co nd ax e donnera cette 
jfroportion , IVÏQ» : SF-^C^ : : C A» : CB*. 

Démonstration. 

De l'éqi^tion yy=xx — aa^^-^Von tire (yy-^b) 

• yaa^:^xxxbb; donc on aura cettepro porti on xx:yy'jr 

hb : : aa: bb , ou MQ» : CB»^CQ» : : CA» : CB» ; car 

à caufe du parallélogramme CQMP> PM=CQ QC 

ftM«CP. CQ, F. !>• 

CoaOLLAlKl I. 

122. Donc les quarrés des ordonnées au fécond axe 
font entr'eux comme la fbmme des quarré$ de ce fécond 
demi-axe & de Tabfciffe correfpondante CQ prife du 
centre ; puîfque la raifon de C A* à CB» qui exprime la 
raifon du quarré d'une ordonnée à cette même fomme f 
eft une raifon confiante. 



^^ ^- ÏNTRObîTCTIOli 

Corollaire IL 

• ^ 125. Donc (1 l'on nomme toujours ^'une ordonnfe 
Jrxtérieure MQ & y rabfdffe CQ j rei|uation xx=^ 

^^ ,y —fera Féquatîon de Phyperbple confidërëe par 

rapport à fon' fécond axe ^B qui pourra fçrvir à la dé- 
crire dç même que ^'équation au premier axe. 

CoiOLLAIRB IIL 

124. Si. les deux demî-axes CA & CB font ëgaux 
l'équation dernière fe réduira à celle-ci xx=^yy'^b1^i 
on nomme hyperbole équilatère celle qui eft défignée 
par cette équation. D'où il fuit qu'on peut aîfément dé- 
crira cette courbe par le moyen du triangle-reftangle , 
en prenant toujours fur la droite MO. perpendiculaire 
gu fécond axe une partie finie MQ égalç k l'faypothénufe 
AQ 4u triangle-redlangle ACQ. 

A, ProbleaieIL 

12^. Trouver les équations au paramètre pour unehy^ 
perbole conjîdérée par rapport au premier b' au fécond axe ^^ 
cnjuppofant toujours 1^ origine des abfcijfes au centra C 

Solution, 

Puifque le paramètre /? du premier demî-axe donyxe 
cette analogie a:b::b;p ( art. 1 1 4. ) on aura auffi aa : 
hb : : a: p. Doncp : a: : bb : aa ; mais on a pour une or- 
donnée quelconque PM au premier axe , ^^ : xx — act: : 
bb: aa; donc on aura auffi yy : xx — uia ::p: a, d'où 

Fori tire yy=r^ — ap. C. Q. F. 1°. T. 

De même par la définition du paramètre '^ du fécond 
demî-»axe yb : a::a:7r; donc bb: aa::b:7r8c auffi aa-: 
Wrr^r.'t, mais on a pour chaque ordonnée QM au 
fécond axe xx :yy^bb ::aa: bb; donj: on aura encore 



AUX Sections Coniquss. (Ji* 
xx:yy^b::vr:b9iotKrxx:;;J^'+4fir.C.Q.F.2\D. 

C O K Ô L L A I R E. 

1 26. De la proportion a ibiibip, où tîre ap=bb î 
donc aa^ap=taa'+'bb. De même de celle-ci b:a::a:wp 
on tire bjn=iaai donc bn — bb==^(iâ,-—hb. Cela pofé , fî 
Ton prend fur le premier a xe de pa n & d' autre d u cen- 
tre C une abfcîffe égale à Vaa^ap ou à \^M^b , Ton 
trouvera ^K=/^9 en mettant aa^ap pour xx dans l'équa- 

tîonj y— ^*^ — ap ; de même û l'on prend fur le a*, axe 

CB une abfciCe =s%^bfrr—bb ou Vaa — bb 3 on trouvera 
;Fi=w, en mettant pour^jr fa valeur btr^^b dans l'équa- 
tion arx=^-f-fc9r i d'oà il fuît que pour trouver les pa- 
ramètres/^ & 9- des demi-axes > il n'y a qu'à prendre fur 
le premier use sd^fciiTe égale à AB , & fur le fécond une 
abfcifle égale à l'un des côtés d'un triangle-reâangle dont 
l'hypothénufe fèroit CA , & l'autre côté CB ; les ordon- 
nées correfpondantcs feront les lignes;? &9r. On ne pour- 
ra trouver aucune ordonnée au fécond axè=jr lorfque 
b fera plus grand que a , parce que l^b w hb devient 
imaginaire. 

PEOBX.SMS II L 

1 27. Vnt hyperbole M Am » fis foyers F , i^fon axt Aa 
Êr un point quelconque M fur cette courbe étant donnés; il 
faut mener la tangente MT à ce même point. 

Solution. 
Du point donné M on tirera aux foyei's F ,/les Fj^. h- 
droites MF , M/; du même poiat comme centre avec 
le rayon FM on décrira un arc de cercle qui coupera la 
ligne /M dans un point D , auquel on mènera FD que 
l'on divifera en deux également en £ ; enfin , par ce 
point E & le point donné M on tirerj^ la droite MET 
^ui fera la tangente demandée. Car par la définition de 
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l*hypcrboIe/M-i-FM ou/Ds»: Aa ; maisU eil vîfiblé 
que cette propriété ne convient qu'au feul point M; 
Pour s'en çonyaîhcre» d^un point quelconque in de cette 
ligne dîiFere'nt ae M » foîent tirées aux points/, D , F 5 
les droites mfjniD , mF. A caulè du triangle nîDf on 
a évidemment in/ < mD-+^fD ; maismD==mF , pui(^ 
que , par conftruâion , MX ed perpendiculaire au mi- 
lieu de FD ; donc tnf <: fnF -f-ZD j donc mf — mT^ 
<yDr±=Aa ; donc le point m n'eft pas k l'hyperbole ^ 
ipuifque la di^^rencé de$ lignes menées de ce point aux 
deux foyers n'eiLpas égale au premier axe. Donc la ligné 
MT eft tangente au point M. C. Q. F. T. €r D* 

Corollaire* 
._ 128. Il fuît de cette propofition que leï lignes M/i 
Mf menées d'un même point M aux foyers F, /forment 
avec la tangente MT 9c d'un même côté des anglei 
égaux FMT , KMm ; car FMT=/MT , par conftruc- 
tîon ; maîs/lVlT==KMm qui lui eft o|)pofé au fominet^ 
Donc un tayon FM parti du foyer F & terminé a la 
courbe eft M fera réfléchi dans ce point fuîvànt une dî- 
reâioh RM , dont le prolongement pafleroit par l'autre 
foyer/. 

On pourroit faire ufage de la foîutîoh précédente 
pour trouver une tangente qui paffe par un point m don- 
né hofs de la^ courbe fur le même plan ; comme on l'a 
fait pour l'ellîpfe ( art. 70 ). Cette même confiruftion 
peut auflî faire cônnoître û un point fh eft au-dedans od 
au-dehors de la courbe^ où naêine s'il eft un des points de 
l'hyperbole. 

D É JF I N I T I O N s. 

iip. I'^^ On appelle yiù-^tfngenre lipzTÛé de l'axe 
comprifc entre l'extrémité P de l'ordontiéc menée païf 
le point de contingence, & le point T 6ù ce même axé 
eft coupé par la tangente prolongée autant qu'il eft faé- 
ccflaîre^ D'où il fuit évidemment que le partie Q^dii 
fécond axe fera'aûffi la fùti-ungcnU prife fur ce mêm^ 
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Aux Sictiaurs CoNi^uh^* (Îj 

axe. î*"'- Une droite MR perpendiculaire à la tangente 
en M & terminée à Taxe ei^ R, s'appelle normale ou per^ 
pendicuUire. j*»*- La partie PR conoprifc entre l'extré- 
mité P de l'ordonnée PM qui paflc par le point de con- ' 
dngence & ta rencontre de l'axe par la pormale PR 9 fe 
nomme la fou-normale ou la fou-perpmdiculaire» 

pROâLEME IV. 

1 30. Trouver Vexprejjîon analytique de lafêu^normah 
RP prifefur le grand axe. 

SoLUTlOKé 

Les droites MRf TD étant toutes deuxperpendiculairet 
â la tangente MT feront parallèles ; donc les trianglei ' 
/FD ,/RM feront femblablesi donc/D (2a ) :/F (2^) :: 

MD ou MF( -^^a ) iart.iiS): TK^^^~^i fi de 

FR l'on ôte FP ( ;if— c ) lorfque le point P tombe au- 
delà de F par rapport à A ; ou fi l'oo ajoute à FR, FP»* , 
, dans Je cas où P tambe entre A & F , l'on aura 



la fou-normale rrc=^ — = 

en mettant bb pour cc''''^'aai PRe» — . C. Q. F. T. 

COAOLAIRE i. 

I 15 u Donc la fou^normale PR & PabfeîlTe CP im 
; toujours dans un rapport confiant qui eft celui de CB* 

! à C A* ; car de Téquatlon PRra:— , l'on tire PR : 4r : : 

\ U : aa ou PR : CP : ; C5» : CA»* Si Toft fuppofe l'hy^i 
I perbole équilatère , on aura toujours PRssaCP ; puî(^ 
î que dans cette courbe les demi-axes font égaux cntr eux. 

Ainfi la difiance du point Pau point R cÂ é|;aie à ulb| 

du même point F aa centre C< 



Corollaire IL 

132. 11 eft aîfë 4'avoîr la fou-normale Qr fur Je fé- 
cond axe lorfque Ton connoît PR. Les triangles fembla- 

bles RPM , MQr donnent PR ( ^^ ) l FM f;^ ) : : MQ 

( jf ) : Qr ( '^f^ , d'où il eft aifé de déduire comme 

pour le premier axe CQ : Qr ; : CB* : CA*. 
I'roîslemeV. 
133. Trouver VexpreJJion analytique rfè de làfou-ïàM 
petite PT prife fur le grand axe. 

Solution. 
A caufe du triangle-reftangle RMT on ia PR : PM:: 

PM:PT;dohcPTc=-pg-,&eri fubftituant dans cette 

valeur de ^T les expreflîôns analytiques de PM* & de 

PR on trouvera PT=jr^r-— aa x — x ^ - = . G 

an èbx X 

q.F.T. . 

Corollaire!* 

134. Connoîflant l'expreffion analytique de la fou- 
tangente furie premier axe, il fera, aifé d'avoir celle de 
]a fou -tangente furie fécond axe* Car les triangles PMT, 
QrM font femWables & donnent, PT: PM ; : QM : Qf ; 

• . 1 - xx^aa xxy . . 

OC analytiquement — — :y::x: , ' ■ ; mais (art. 12^ .) 

yy-k-bbYàa - aayy .. 

fcxi=i — j7 — , & XX — aa=z—- j mettant ces valeurs 

j ^ • j r\ yy^bxaa 

de XX Se atxx—aai on trouvera Qr== — -^ — x 
— ;X^, ce qui réduit à cette nouvelle expreffion Qrs=î5 

ÈOROLLAIRE IL 



^tjx Sections Coniqu^ît. tf|- 

CoROL t Air E IL 

^3^SîdeCP(^)onôtePT(^') on aura 
CT=:^^ ; & de même fi de Qt =^^t±tL on ôte CQ 

Xy)y on trouvera Cr =:y. De rëquàtîan CT=::^ oh 
tîre ^:4::ti:GT,ôu CP : GA : : G A : CT ; pardlle- 
ment , de l'équation Gf = - , on ^îre y : br.b:-, ou 
ÇQ : Cfi : : GB : Gf • Il eft aifé de V'oîr cortimertt on peut 
fç fervîr de ces deux proponions pour mener une tan- 
gente MTt à un point Mdonné fur l'hyperbole, parie 
moyen de l'un des deux axes. Gàr il eft vîfible qu'il n'y 
a qu à mener par le point M une ordonnée MP ou MQ 
8c chercher eîifuite fur le premier ou le fécond axe une 
troifienoe proportionnelle GT ou Ci aux abfcifles GP ou 
GQ & à chaque demi-axe CA ou GB ; puis joindre les 
points M , T ou M & r par la droite rTM qui fera la tan- 
gente qu'on demande. 

COROLLÀIHE III. 



i^6. Si dans Téquation GTsf=— , l'on fait xiàsra , S& 

chfaîte a:=^ oo ; on trouvera dans le premier cas GT==: 
G A , & dans le fécond GT==o; donc le lieu de tous 
les points de rencontre de l'axe & de toutes les tangentes 
qu'on peut mener -à l'hyperbolfe MArh eft compris entre 
le centre G & le fommet A de la courbe. Pareillement,fi 

ctahs l'exprcflîoh G it = — on fait y=TO &:^=soo ; oii 

trouvera d'abord Cz==oo : d'où il fuit que la tangente en 
A & le fécond axe Bb lie fe rencontrent qu'à une dîf^ 
tance infinie , & par confôquent font parallèles ; mais le 
{tCùnà axe eft pefpehdiciiiairealî premier; donc âuflî 

Ë 



.jffpmn i ^itm mÊmmÊÊm^- < ii ii fM iÉiÉiw i lu 



66 Iktrôditctiok 

b tangente au fommet A fera perpendiculaire à Paxe 

AiL La féconde fiippofitîon de jf=oc donne 0=5^ =0; 
donc encore dans ce cas la tangente qui répond à i^ne 
abfcifle infiak pallè par le centre. 

XOKOI. I.AI&E IV. 

137. Connoîffant les lignes RP , PM , PT & Çr,a 
fêra'facile de trouver l'expreffion analytique de la nor- 
male MR de la tangente MX , des lignes AR > AT, oa 
flR , aT , fie d e CR> i\ L e tria ngle-reftangle RPH 

donne MR^/^MP^^-RP^^À^V;^^:^^ 

a». Le triangle - rcôangle M PT don ne MT==3 

/^PM*-+-PT* = /<rx — 17x^-1 






3^SiàPR(^)Poha,W 



ax 

te AP(y — a) ou àP (x-i^a) on trouvera AR: 
^^^ & alt=*/i±fl'±l'. 40. Sî l'on ôteCT de 
CA ou fi l'on ajoute Ca à CT on trouvera AT=«— 
^==xf!=ff , & flTs^ff±ff. jo. Enfin ^ g ^ CP (*) on 



ajoute PR ( **f ) on trouvera CR = tîï±^s=f» 
pnifque ce=aa^+^b. (an.iij.) 

COROtAlKE V. 

138. Pareillement puifque l'on a l'expreffiou algAri- 
ijue des lignes Qr, QM, Qr & Q, il fera 6dle de 
trouver, comme dans le Corollaire précédent, la valeur 
des lignes Mr,Mt; Br , Bf ou fcr , if & de îa ligne 
Cr > prifes toutes fur le fécond axe. i». A caufe du 
iriaôgle - reûangle AI Qr , M r « /^ÂÏQ*-+,q7ss* 



Àirx Sections GoNiQùÊs. 67 
^^M^J^xg--»-^ 2^ Le triangle ^rcôangle MQt 

donne pareillem ent Mr=^±=/^MQ^H-Q^*==T==^^yy-+-&fyx 

i^-* ^=^*^-hXyx ^ ^/ > 3^ Si Pou 

ajoute BQ {y— h ) à Qr , ou fi Ton ajoute iQ ( j -H i ) 
à la même ligne > on aura Br ou ii^=?f>±^^Z±i\ ( It 

faudra retrancher BQ de Qr' lorfque le point Q tombe 
entre C & B )• 4^ Si Ton ajoute CB à Q ou fi Ton ôte 
Ct de Gfr , lorfque t tombe entre C & i , ou enfin fi Pon 
ôte Ci de O, lorfque t eft au-delà de b par rapport au 

centre C, on trouvera Bt ou ht='=tÈÈ^. c^. Enfin fi 

y 

à CQ (^ ) on ajoute Qf, oti trouvera Cn=?!^±f5?==^9'^ 

S c H O L I E» 

139. De touteis les lignes que l'on vîefit de clierchei? 
Il n'y en a aucune dont on lie puifTe déduire qqelque mé- 
thode pour mener les tançenteis à l'hyperbole , foît par 
le (noyen du.ptemier > foit par le moyen du fécond axe| 
mais on fe Contente ordinairement des lignes CT , ou 
PT , ou AT & aï fur le pre^niêf axe j & de leurs co*- 
refjpondaiites fur le fécond; parce que ces lignes fburniC- 
fent les folutions & les confiruAions les plus fimples. Il 
n^eft pas moins évident que Pon pourroît encore trou- 
ver de nouvelles expreffions algébriques des mêmear 
lignes en faifant u(age du paramètre de chacun des axes* 
Nous ne nous arrêterons pas d'avantage fur cet article i 
les Commençans ne peuvent mieux faire que de s'applî- 
ouer à cette recherche > qui n'a par elle-même aucune 
«iifficulté. 
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W ÏNtROÛUCttOÏT 

Des propriétés de F Hyperbole conjîdérée par rdp* 
port à fes ajymptotesy d^oà f on déduit auffi les 
propriétés de cette sourbe par rapport à fes dia^^ 
mètres^ 

Définitions» 

140. Une tangente qui ne peut rencontrer une cour* 
bc qu'à une diftance infinie > s^appelle une afymptote. 

Problème VI. 

t^i. Déterminer les afymf tûtes d$ Vhyperbole. 

Solution. 



p. , Nous avons déjà vû(flm 1 3 (5.) que fi dans rexprcflSoh 
de CT=— l'on fait jtessx), CT fera égale à 'zéro; 

c'eft-à-dîre, que le centre Ceft un- point de l'afymp-» 
tote. Pour en avoir encore un autre , j'élève par le point 
A une perpendiculaire AR terminée à uhe tangente 

Juelconque cnR^ & je cherche Texpreffion analytique 
e cette ligne* Les tf ianglesL femblaWes TPM , TÂk 

donnent PT{^):PM(V^?i^II^^ AT 

\ —^ ) : AR que 1 on trouvera égale à , e^ 

dîvifant le« deux premiers termes par Vxx — aa &., les 

deux antécédens par —j^. Préfentement fi dans cette 

valeur de AR on fait Ar=roo , le numérateur & le dé- 
nominateur de cette fradlion deviennent égaux j & la H- 
Pj ^^ gne AR devient égale à & , ce qui doiine cette conftruc- 
^' • tion des afymptotes. Par le fommet Ade l'une des hy- 
perboles oppoféesfoientprifes de part fc d'autre dePaxe 
les parties AD, Ai chacune égale à CB , & perpendi- 
culaire au^nême axe ; enfuite par le centre C Se les poipu 
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©, ifoîent tirées les lignes CD, Ci qui feront les 
afymptotes cherchées. C. Q, F. T. Gr Z>. 

ThéokbmsIII. 

1^2 Si par un point quelconque M ie Vune de f hyper* pj- ^^-^ 
ioZej oppofées on mené une droite GMmF ou MGFm , pa-» 
raïlele au fécond ou au premier axe > Çr terminée de part 
& Vautre aux. afymptotes en G Gr F ; je dis que Von aura 
toujours MGxMF=CB* oi< AD* , om MGxMF:;=CÂ», 
Démons tk a t r o nt. 

i^Acaufe des trîanglesjèmblables CAD, CPG; 
on aura AD» : PG* : : CA* : CP* ; & par la propriété de 

rord onxiéc PM au premier axe Aa , on aura 

CB»ouÂD*: PJV^ ; ; CA» : CP»— CA*- Doncpuifque 
ces dçux.proportîons ont les mêmes antjécédens^ le s con * 
jCequcns feront auflî en proportion. Donc on aura PG* : 
PM» : : CP» : CF« — ^CA* i&c^dividendo PG* — PM* : 
PG* ; : CA* : CP* : rÂD* : PG* à caufe, des triangles 
femblables CAD , CPG ; maîsJ^G*=PG* ; dbnc 'auflî 
PG*— PM* ou MFxMG=ÀD*. C. Q. F. i^ D, 
. a*^; Si laJigne Mm eft parallèle au premier axe, ï caufe 
Ses triangks femblables CBD, CQG on aura BD* :. 
QG* :: CB*: CQ*> & par la propriété" de Tordonnée 
çxtérieureQM,CA"* ouËD^ : QM» :: CB* ;CB*-t-CQ*; 
donc puifque ces deux proportions ont lc$^ mêmes antér 
cédens, les conféqucn s fer ont auflî en proportion & don- 
neront QM^j^*21^1±"^^ • CQjdonc dividen^ 
4oQM* ~QG*;QG*:: CB* :CQ;^: : Bp*^ou CA* : 
QG* ; maïs QG*=QG* ; donc QM*-rQG* ou MF>ft 
MG=?:?CA*.G.Q.F..2^i?^ 

' Eiîi 



J^ iNTIlODUCTIOlt 

COROLLAlE£% 

145. Il fuît de cettç propofitîon i«. que lliyperboté 
& fon afymptote s'approchent comimicUemem Tunç 
de l'autre fans jamais pouvoir fe toucher; ou 5 ce quî 
, revient au même, il fuît de ce Théorème que la ligne 

MG ne peut jamais être nul le o u zéro; car dans ce caa 
on auroît MG^MF| ou o==îAD». Au refte, pouf avoir 
«ne idée plus jufte de cette propriété de rhyperbole > 
"îl n'y a qu'à concevoir que MG diminue néceffairement 
à mefure que MF augmente, Aînfl lorfque MGx=i. , 

00 XI 

alors MFs=:eo;doncMGxMF= 3=1 ou AD*; 

puîfque l'unité étant indéterminée dans ce cas peut être 
égale à AD*. 2MI fuît encore de cette proposition que 
les lignes MG, wiF, ou mG , MF font toujours égales 
cntr'elles; car on auroît démontré précifément de 1^ 
même manière que inGxmF==AD* , & d'ailleurs on a 
vu cî-devant que les ordonnées PM , Pm font auffi éga-i 
les entr'ellest 

TheoremeIV, 

p. 144, Si par deux points quelconques M , N ie F une des^ 

^* ^* deux hyperhoUs oppofées on mené deux droites quelconqueSi 
ML, IN parallèles entr*elles terminées à l une des ajymp^ 
tûtes y &y deux autres droites quelconques MK ^ HHauJ^ 
parallèles entr^elles & terminées à Vautre afymptott ; jç 
disque Von aura toujours MKxMLs=NHxNI. 

Pémonstkatign, 

Par les points M , N foîent tirées les droites GMF , 
gtif que l'on fuppofcra parallèles au fécond axe , & ter- 
minées aux afymptotes ; à caufe des parallèles LM , IN; 
GN , gM , les triangles LGM , IgN feront femblables Sç 
donneroiiçLM: IN :: GM :gNj parçillemçnt à ç^ufç de% 
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AUX Sections Coniques. 71 
BtraHcles MF,N/; MK,NH kstrîaiigles MFK, N/H 
feront aaffi femblables & donneront AIK lNH ; : MF : 
Nf; donc en muliîpliant par ordre, on aura LMxMK.; 
INxNH : : GMxMF : gNxN/; mais GMxMF=gNx 
I NfC an. 14a) i donc auffi LMxMK=INxNH, C. Q. 

F.D. 

C O E O I. L A I R E L 

I4y, Sî l'on imagine que les lignes LM , IN tournent 
I autour des points M & N jufqu'à ce qu'elles fe confon- 

i dent avec les droites MK^ NH pour devenir Mit, Nft, 

I on aura toujours MRx Mib=NAxNH; & fi Ton fup- 

j pofe encore que Pune de ce> lignes Ki , par exemple » 

j (e meuve parallelemept^^He-même jufqu'à ce qu'elle 

I devienne tangente eti A ; alors les parties AD , Ai fe- 

ront égales ; puîfque les lignes PK, Pi ; Mi , mlL le font 
toujours. Ainfi , quel que foit l'angle que forment avec 
l'axe tes parallèles Ki> Hft^ on aura toujours MKx 
MJt=NHxNft=ADS 

[ CorojllaireIL 

145. On déduit de ce Théorème une manière fert 
fimpîe de mener une tangente à une hyperbole dont on 
a les afymptotes. Soit A le point dont on cherche la 
tangente; par ce point & le centre C on tirera une 
droite AC 9 & enfuite une droite A£ parallèle à l'a* 
lymptote CF ; fur l'autre afymptote on prendra DE=a 
: CE ; enfin par le point D & le point donné A , on tirera 

DAi qui fera la tangente cherchée; car à taufe des pa^ 
ralleles A^, C4> les droites CD, Di feront coupées en 
parties proportionnelles ; donc D^ eft divifée en deuiç 
également en A , puifque CD l'eft en E, par conftruc»' 
tiôn. Donc D Ai fera tangente en A , par l'article pré^ 
cèdent. 

Définitions. 

147* On appelle rfiamerrci canjugués de l'hyperbole 

Eiv 



^a iNTRaDÛ'CTIOÏf 

Fis, 23. ou ^^ hyperboles oppofëes > les droites Atf > Ddf ddnft 
' * Tune paffe par le centre & fe termine de part & d'autre 
aux hyperboles oppofëes, & dont l'autre Dd touche 
Pune des hyperboles à Textrémitë de la première & va 
ft terminer aux afymptotes. Si l'on men^ par le centre 
C une droite CQ parallèle à la tangente en A, & qu'on 
prenne de part & d*autre du centre C les parties CB, 
Çb ?= AD , les droites A^, Bb krênt auffi nomnjées 
diamètres conjugués» 

148. Les lignes MPm parallèles à la tangente AD, Sç, 
terminées à Tune des hyperboles de part 6c d'autre da 
diamètre font des doubles otdonnéçt à ce diametrç. Il eft 
vifible qu'elles font toutes cçupées en deux parties éga- 
les par le même diamètre prolongé autant qu'il fera né- 
ceflaire. Car puifque AD= Ad , on auraPK==;Pit , de 
plus MÂ=mK; donc PM=Pm. Les panies AP> qV 
du diametre/comprifes entre les extrémités de ce dia- 
mètre & la rer. contre d'une ordonnée font les abfcijf^ 
çprrefpondantes à la même ordonnée. 

eOROLLAlRE, 

14p. Il fuît de ce qui précède que fi deux diametrer 
conjugués font égaux dans une hyperbole, tous les 
autres le feront auffi ; & de plus les hyperboles que l'on 
nomme, dans ce cas équilatères , auront leurs afyniptotes 
à angles droits. Car puifque l'on fuppofe AC=AD , 
& que dMIleursCE=DE;les triangles CEA, DEA 
qui ont le côté commun AE feront égaux en tout; donc 
l'angle DEA eft égal à l'angle CEA; dotic chacun de 
ces angles eft droit puifque ces angles font de fuite; 
donc auffi les afymptotes font perpendiculaires l'iine i 
'l'autre , puifque Cd eft parallèle à EA. Il fuit encore de-: 
là que toute hyperbole qui n'eft pas équîlatère ne peut; 
.pas avoir de diamètres çonju|[ués égaux entr'euç ; & 
réciproquement^ 
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Au* Segt*i6ns CoNÏQUKSÉt *ff 

Théo reme V, 

ï 5'0. Le quatre PÂT* d'une ordonnée PM à un diamètre Fiç. iU 
quelconque Aa eji au reSangle APxaF^ej abfcijfes corref- 
pondantes comme ^ le quatre de AD ou de CB e/î au quar'ré 
du demi'diametre CAJlir lequel, on prend ks abfcijfes. 

D É M O N s T II A X 1 O N.. 

A caufe des triangles femblables CAD , CPtj on 
aura PÏ^ : ÂD^ : : CP* : CA^ mais ( art. 144. & i^ y ) 
AD*=MKxMk ouFÂ*— PM*; donc en mettant cette 
valeur de ÂD* dans la proportion précédente & fai- 
iant un âhidendo on auraP i*— AD^^P k^—T? i'-H 
PM^=PM^: AÏ)* ou BC*::CP*— CA*^:CA»;d'où 
l'on tire ahernando , PM^: CP*^ — CA* ouaV><:AV;.i 
CÏÏ*:C5\ C.Q.F.D. 

CaKO LL AIRH L 

1 5" I. Donc fi Ton nomme AC ou ûC , a ; CB ou Cfc i 
i ; CP >^: & PM , jy ; on aura yy : xx-^aa : : hh laa , d'oîi 

l'on tire^jy=— ^ — hh équation qui exprime U nature ^ 

dePhyperbole confidérée par rapport à fes diamçtresj . 
aînfi que par rapport à fes axes; & qui pourra fcrvîr 
égalenmcnt à la décrire lorfque Tanglç des diamètres, 
cpivjugués fera dpnné. 

Corollaire! L 

ly^. Il fuît àe ce qui précède que les propriétés des 
diamètres conjugués font précîfément les mêmes que 
celles des axes. Donc on trouvera pour une ordonnée 
extérieure MQ au fécond diametf e, MQ* : CE»-+-CQ*:: 

Ç^.:â|*;c^rd^réquatîoi]i7jy=F=-^ l'pp Ùrç 



^ iNTÏlODUCTlb» 

XX : bh'+yy : r m: bb. De plus , il fuit eti^re itA\ que 
Fîff* it» 1'°^ pourra déterminer les tangentes à un point quel- 
conque M par le moyen d^un diamètre CP & de ('or- 
donnée menée par le même point M à ce d)ametre » en 
faifant cette proportion continue CP : CA : : CA: CTj 
car on peut imaginer qtt'une hyperbole rapportée à (es 
diamètres , a été formée dVne autre hyperbole qui au- 
roit ces mêmes diamètres pour axes > de dont toutes les 
ordonnées & le fécond axe auroient prî$ une même in- 
clinaifon fur le premier J & alors la tangente à la nou-v 
velle courbe doit être déterminée comme auparavant, 
puifque l^çn (è trouve dans le cas du Lemme de l^art. 88^ 

DifINiTION. 

Fig. x;. ^i*?* ^* P^^ '^ P^'"^ ^ extrémité d'un dkmetre queU 
conque, on tire les droites AE^Ae parallèles aux afymp- 
totes & terminées à ces mêmes lignes; le parallélogram;*» 
me CEAe q^ui <n réfultç eft nommé ^u(|/aiic(5 de Thyper- 
bole% 

if/^* Si far deux points M j N. d^une hyperbole ou det 

hyperboles oppoféesy Von mené des droites MR', ML$ NO> 

m NI terminées aux ajymptotes &* parallèles à ces mêmes 

Ugnes ; je dis que Von aura, toujours MLy MRs==;NOxNL 

Démonstration^ 

Cette propofitîon n'eft qu*un cas particulier du qua- 
trième Théorème, & fe démontre précifémentde la mê- 
me manière. Il n'y aqu à relire la- démonftratîon de V(^rt^ 
t44 , en fubftit^a^t les triangles MRF, NOf aux trian-* 
glesMFK,N/H.C.Q.F.I>. 

C G K O L X A I K E L 

15-5. Il fuît deJàqueles parallélogrammes CR ML > 
CONIfont é|;auxentr'ctux&à la puâance de Thyper-» 



'XVY Section $ Cqkk^uxs. , ffi 
bple; car ils ont tous un cingle ég^l compris entré câ>; 
tés réciproques, puifque de l'équation MLxMR=3=NOx 
NI=;AExAç Ton tire ML; NO:: NI: MR; ML; 
AE:;Àç:MR,&NO:AE::A<j:NL 

C0R0(.(.AIRS IL 

ï^6. Donc fi l'on fait fes confiantes CE==a, E A=i; 
& les variables 'CL=x, LM==j; on aura toujours 
fcy^=ab , ou en cherchant une moyenne géométrique « 
entre a Se bsxf^=^cc^ qui eft une nouvelle équation à 1 hy 
perbole confidérée par rapport à fes afymptotes. De 

ce *"*X 

cette équation l'on tire aîfément y='-^ fOuyszs^ccx « 

Si l'on feît dans cette formule x=03 y devient -^ qui 

défigfie une g!%ndeur infinie, ^& dans ce cas elle fe 
confond avec l'af^mptote de la courbe. Pareillement fi 



l'on fuppofe xaxsçxi , on aura r=^ qui devient une gran- 
deur infiniment petite. Quelquefois on fuppofe la conC 
tante ce égale à l'unité, & l'on exprime l'équation aux 



hyperboles rapponées à leurs afymptotes par celle-ci 

C0KOtl.AIR]^IIL 

ij'y. Il eft aîfé de voir que dans chacun des angle» 
aCD, sa adjacens àjl'angle DC4 , on peut décrire de 
nouvelles hyperboles Ofjw , yh^ par le moyen des puiiT- 
fances CEBt , Cet» égales à la puîflTance AECc , en 
prenant fur les lignes ML , NI prolongées autant qu*îl 
fera néceflàîre les parties /aL, vI égales aux ordonnées 
ML , NI ; ces deux nouvelles hyperboles font nommées 
hyperboles conjuguées zux deux premières, & réciproque- 
ment les deux premières font conjuguées à celles-ci. 
Comme leur formation eft entièrement la même , efies 
Qint aufli abfoluniçnt le? flaême^ propriétés* Ces quatre 



^ ÏNTKO DU eTlOSf 

hyperboles feront égales lorfque les axes feront égaux» 
ou ce qui revient au même lorfque les afymptotes fe- 
ront à angles droits; ou encore loi^ue deux. byperbo« 
les oppofées feront, équilatères* 

Cor OLL AiRH IV. 

/ ^5' 8. Si Pon fait un parallélogramme A JifB fur deuS 
diamètres conjugués Aa> Bb , il eft aifé de voir que la 
puiffance CEA^ en fera la huitième partie; mais elle fe«» 
roit aufli la huitième partie du reâangle des ax^s ; fi 
i'on fuppofoit que A(l & Bk fiiifent les axes des by^ 
perboles oppofées. D'ailleurs ces deux puiflànccs difr 
férentes font égales à un parallélogramme quelconque , 
CLMR (<irr, 15-5'). Donc ces puîfiances font égarlct ) 
cntr'cllesj donc tous les parallélogrammes infcrits aux jj 
hyperboles conjuguées , & formés * fur*dcùx diamètre^ ' 
conjugués font éeaux entr'cux & au reâangle des ^ 
saces, . ' ' îd 

,, — =_ — ^ I 

CHAPITRE V, 

'Des froprtçtjés communes aux trois SeSitonS- 
Coniques. 

DANS les* Chapitres précédens nous ayons traîjé 
d'abord de la Parabole,. & enfuite de rEllîpft^ 
& de rHyperl:)ole;,dans celui-ci nous confidérerons 
principalement ces deux d^tnferes courbes, & nous ea 
déduirons les propriétés de la Parabole ^ qui participe 
de Tune & de l?autre> comme on le verra par la fuite. 

Définit ION Si 

Fig* H* 'i'5* So^^"^ f"^ "" pJa^ une droite RDT que j'ap- 
^ ^u peUerai dinStrm.i 6ç un gQînp F feoçç dç la mêmç droite 
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'^vetjt hommeraî /oyer. Si Toi) cherche une infinité de 

Î>oînts M, M> M, tels que les dîftances MF, MR aa 
byer & à la diredlrice foient continuellement dans un 
rapport confiant , les courbes qui paieront par toutes 
les fuites de points trouvés fuivant ces conditions fe- 
ront nommées des SeSliom Coniques* "^ 

160. Si dans le rapport de MF à MR on fuppofe 
toujours MF plus petit que MR , la courbe fera une 
tUipfe , laquelle deviendra un cercle lorfque MR fera 
infinie par rapporta MF; parce qu'abrs toutes les 
MF deviennent égales entt^elles.* . ' . 

i6i. SiMFefl toujours plus grande que MK>la 
courbe 4era une hyperboles 

1^2. Si MF cft toujours égale à MR , la courbe fera 
vtnt parabole 9 ce qui rentre dans la defcription que nous 
avons déjà donnée de cette courbe ( art. 1 8 )• 

163. Nous nommerons aù:e de la feâion ou de la 
courbe, une droite DF menée par le foyer F perpen- 
diculairement à la direétrice. Nous nommerons fommet 
de la courbe ou extrémités de Taxe , les points A Se 4 
pîi la courbe MAm coupe cet axe. 

FkobxemeI. 

1 (J4, Confioiffcmt le rapport confiant qui doit régnet 
-antre les MF &* les MR ; trouver les fommets de chaque 
'SeSibn Cortidue, ùu , te qUl revient au même, déterminer 
la longueur ae Vaxe principxd. 

Solution. 
Par le point F on mènera ZFL perpendiculaire à l'axé 

^ * Le point de vue fous lequel on confîdere ici les trou Sec- 
tïoni Coniques eft fufceptible d*une plus grande généralité , 
à laquelle )t ne crois p4S ^que Ton ait fait attention ; au lieu 
de concevoir le foyer F iur le plan , on peut Timaginer en Fair ; 
Si les points trouvés fuivamt les mêmes conditioirs appartiens 
jient toujours â des Seâions Coniques. Nous ne nous arrcte*- 
tons pas à démontrer cette proposition ; cela nous écarter oit de 
«otre objet , ^ noui xacncroit uop loin» 
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FD ftir laquelle on prendra une partie FL qui foit a 
FD dans la raifon donnée ; on cirera enfuite la droite 
indéfinie DL; & l'on mènera par je foyer F deux lignes 
FG , Fg qui faflfent avec Taxe chacune un angle de 
^y"^» & que Ton prolongera jufqu'à ce qu'elles ren* 
contrent la ligne DL en deux points G ,g > defquels on 
abaifiëra fur Taxe les perpendiculaires GA^ga qui donne- 
ront les' fommets A , a que l'on demande. Car à caufe 
des triangles -redanglcs ifofceles FAG, F^g,AF=:AGi 
& a¥=srag; mais à caufe des triangles femblables DFL , 
DAG, Dag, on auta Flft:Efc::AG ou AF.AD; 
ou : ; ag ou oF :aD; c'eft-à-dire , que les diftances FA , 
AD ; Fa , A D des points trouvés A > a au foyer & à la 
direârice font dans la raifon confiante ; puîfque FD , 
FL font par conflrudlion dans la même raifon, C.Qk F.T% 

CokollaikèI. 

î(5^. Comme dans la Parabole on a FLassFD ( afii 
562. ) la ligne LD fait avec l'axe un angle de 4/ de- 
grés. Donc la li^ne Fg (è trouve parallèle à DL. Doh^ 
cette courbe ne peut avoir qu'un fotamet en A. De 
pluS) fi l'on confidere deux lignes parallèles comme con- 
courantes à une diftance infinie 9 & que d'ailleurs on n'a 
pas plus de raifon d'imaginer le point de concours d'un 
côté plutôt que d'un autre 9 il fuit de-là que la parabole 
peut être mife indifféremment dans le genre elliptique 
ou dans le genre hyperbolique* 

Ce KOL L AIllE IL 

$66. Donc une Seûion Co^qqe efl une ellîpre, unety-» 
perbqle ou une parabole , félon que fon fommet eft plus 
ou moins ou autant éloigné du foyef que de la direétrice« 

Co ROLL A I RE IIL 

'16 j. Il fuît de ce qui précède que de ces trois cho* 
Tes» le foyer F a les fommets Âj a» &la direârice; deuil 



*'"*^^ 
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i^am étonnées 9 la troifîemc fera aiîffi toujours connuei 
Car jo. on vient de voir comment la eonnoiifance du 
foyer Ôc de la direâtrice donne les fommets. 2^. Si l'on 
a la direârice & lespfommçts A, a avec le rapport qui 
doit régner entre les MF Se les MR qift Ton fuppofe: 
toujours connu; par le point A l'on tkera ÂG qui foit 
ii AD dans ce rapport confiant; enfuite on mènera DGL, 
& la droite GF qui falfe avec AG un angle de 45® , ' 
(é le point F fera le foyer. 3*^» Si l'on a les fommets A ,• 
â , & lé foyer F , on élèvera à Taxe les perpendiculaires 
AG=5=AF, & ^ç=aF. Par les extrémités G , g de ces. 
droites on tirera gG qui rencontrera Taxe en un poini^ 
D qui fera un point de la direétrice. 

CobollaikeIV.^ 

1 d8.Il fuit encore de ce qui précède que dans Pellîple 8c 
Bans l'hyperbole on pourra toujours trouver deux foyers 
P ,/& deux dîrearîces DR, dr; car 51 n'y a pas plus de 
raifbn de prendre AF vers le fommet A, que de pren- . 
dre a/t=a AF vers l'extrémité a du même axe; ainfi îl^ ^ 
cft îndiflërent de prendre l'un ou l'autre; mais le foyer * 
F conftruit la direârice DR, en prenant AD à AF dans 
la raifon donnée qui exprime cejle des diftances d'un 
point M de la courbe au foyer & à là dîredrice; donc 
auffi l'c^ poiffra trouver une nouvelle direôrice d r par 
rapport au fommeca, en prenant fur l'axe prolongé 
s^il eft fiéceflairê, aiqui foità (f/dans la mémefTaifon. 

P R O B L s M X IL 

itfp. Cmnoîjfant k grand' axe a A d^unè StStiofi Co'^ 
îàqut (tvec le rapport qui doit régner entre Us MF Sr Us 
M:R ; trower texpreffion de la dijiance AF du foyer F au 
fommet A# 

Solution. 

. Soit mmmé k grandau A#i jM»^ib|e défignélç 



. j . 



8o Introduction* 

tig. 14* rapport des MF aux MR par celui de m à n. Enfin , foiî 
fait AF=Xi àF fera 2tf-^x. Puifque le point A eft un 
des points de la courbe on aura m: n:: AF (x): AD 

l, -^ ). Donc 4P fera 2^-+-— ^ & parce que le fommet 
a eil auili un des points de la courbe on aura encore mt 
n:: a F{2a—x) :aP ( 2^-4-- )• Dohc^.— ;: 



u.a — x\ 2^-+-^ . Ou îTi : ;i : : 2à-i— ;c x m : 2^m ^-,«0: \ 
ffoù Ton tire i=^î^^^î==^. C. Q.F. r. 

Co^OLLAIRÉé 

; 170. Sî Ton fuppofe m plue petit que ii comme cela 
àririvt dans réllipfe > la valeur de x fera pofitive. Si aH 
contraire m eft plus grande que n , comme cela arriver, 
dans l'hyperbole» x devient négatif; Se dans ce cas il 
Eut prendre AF fur l'axe prolongé au-delà du fommet 

*A. Enfin , fi Ton fuppofe m=n , fexpreflîon dêr 

vient — ,ou en faifatitn=i;^x-. Danscecaslacodr- 

n ' I . 

be eft une paraboie> &^a grandeur a eft infinie. D'ail- ^ 

01 I 

lîeurs -=o>ou ~; donc jr =00 ^ — =r i . C'eft-à-dire^ - 

que la diftance AF peut toujours être prife égale à l^a^. 
Hité. ' ' "' 

PrOBX.£M£ III. . 

* 171. Suppofant tout ce qui précède , H* faut décrire les 
trois SeSions Coniques par une méthode uniforme j ou , ce . 
qui revient au mime , il faut trouver tant de points M » M, 
m, m que Ton voudra. ^ ♦ 

Se L UT 10 ^. ' 

Fîg. 24» ^ Par-tant de points P^ P, que l'on viouâra de Taxe A^t 
*M» ^ oii 



r 
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«n âevera perpetidicolaîremeiit à cet axe des droites 
PLi PL prolongées indéfiniment vers i & terminées à 
la droite DGL ; enfuite du point F comme centre> avec 
un rayon égal it chaque PL , on décrira un arc de cercle 
qui coupera chaque IPL en deux points M, m qui fe- 
ront à la (èâion demandée^ Pour le prouver» foitabaif^ 
fée MR perpendiculaire à la direélrice DT ; on aura 
MR=PD,& par conOrudion MF=PL; donc MR:MF 
:: PD : PL;& PD : PL : : AD ; AG à caufedes triangles 
fcmblables LPD , GAD ; c'eft-à-dire , que les diftances 
MR & MF à la direûrice & au foyer font dans la raifon 
confiante pour chaque feâion, puifque AD, AG ou 
PD & PL font dans cette même raifon par conftruc- 
tîon, Çart. 164. ).C. Q. F. T. ^ D. 

Corollaire L 

» 

17^2. Puifque les lignes PL, PL ou les FM, FM 
correfpondantes qui leur font égales croiflent comme 
les élemens du triangle gaD, U s'enfuit qu'elles font ^ 

en progreiBon arithmétique; & par conféquent leur 
ibmme à égale diflance des fommets A , 'A doit être une 
grandeur confiante Se toujours égale à AG+'^g qui ré« 
pond aux extrémités de Paxe Aaoc qui lui eft égale, par 
confiruâion {art. 162 ).Dansrellipfe cette fomme fera 
toujours une vraie fomme » parce que les lignes PL , PL 
fe trouvent toujours d'un même côté par rapport à l'axe« 
Dans l'hyperbole , au contraire , la fbmme de deux PL P^'g* ^f • 
prifes à égale diflance des fommets A , a & terminées i 
une même droite GL fera une vraie différence , parce 

?ue l'une de ces lignes efl négative , & l'autre pofitive; 
caufè qu'elles fe trouvent de diflërens côtés de l'axe 
A a. ^ 

CoaollaiebIL 

173. Sî l'on fait attention que dans l'ellîpfe & dans 
l'hyperbole chaque point M peut être déterminé par 

F 
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le moyen de la direârice DR & du foyer F & auili par 
la dîrcftricc i r & le foyer /; on verra que dans Tel- 
lipfe la fomme des diftance^ MF> M/& dans l'hyper- 
bole la différence des mêmes lignes eft touj^^urs égale 
au premier axe A 4. Car puifque le point M a été 
déterminé par le foyer F & la directrice l>Rjoa a MF=3=» 
PL ; & parce qu'il a pu être pareillement déterminé par 
le foyer /& la direftrîce (fr,on aura auffi A4f=:P l i donc 
on aura pour. Pellipfe & pour l'hyperbole M/;4-MF=5 
Pf H;;PL==?L/ouGE«= Aa, puifque AG=:=AF&quc 
AE=aF. 

COROLLAIKB III. 

174* Ges deux propriétés fe trouvent dans la para-^ 
bole; c'eft-à-dire, qu'en fuppofant à cette courbe deux 
foyers à une diftance infinie l'un de l'autre ; tous deux 
en dedans de cette courbe»comme dans l'ellîpfe ; ou l'un 
au-dedans& l'autre aij-dehors,,comme dans l'hyperbole; 
la fomme des diftânces MF > M/i dans le premier cas , & 
leur différence , dans le fécond , fera toujours é^ale à cet 
axe qui efl infini» 

Problème IV. • 

ij^. Cùnnùijfant dans VelUpfe ùr dans Vhyperhole h 
grand axe A^yque nous nomntrons ( 2a) & 2a diftancû 
AF dufommet A oh foyer que nous nommerons (c) ; trow^ 
ver la dijiance AD de r origine D de U direârioe au mèmt 
fommet A. 

Solution. 

Soît nommée AD,*; a D fera la^^x (le fîgne fupérîeur 

, eft toujours pour rellû|fe,& l'ijiférieur pour l'hyperbole). 

De plus AF étant c; AG qui lui eft égale {art, 164) 

fera auffi e; ScaT ou ag fera 2aljlr j cela pofé à caufe 

' des triangles femblables I) AG , Dag on aura AG : AD : : 

MgiaD, Qucix:: 20^^: 2a±^xiéJo\i Ton tire aîfé- 



AUX Sections Coniques. 8^ 
ment jira=-=:-.Pans la parabole, comme a=:oo , la quan- 
tité finie Ifl^ combinée avec açzr additioa ou par fou& 
tracSîon n'augmente ni ne diminue le dénominateur qui fè 

réduit à <xj don€X==—=é, comme on Icfçaît d'ailleurs* 

PkoblemeV. 

175. Trouver Véquation aux SeSiôns Coniques m comp^- 
tant les abfcijfes AP ( x ) du fommet A* 
Solution. 
Les triangles femblables DAG, DPL donnent AD t 

AG : : DP ; PL & analytiquement ^:c:: -^^x: 

PL=lf±fliff . D'ailleurs dans tous les cas PF == & M. 
a " 

^ix-^c pour rellîpfe & pour l'hyperbole. Donc à caufè 
du trîangk-reélangie l'PM & de FM==PLi on aura 

PM«==FM*— FP» i ou jK.y= £fïï:î:îffî:;:iîïf-i-4cAr^ 

ffîï^'îfffL±!ffîï±l?!fî; d'où l'on tire cette nouvelle 
aa 

équation j;^==!fîEfï^^îff5ffi & en feifantle rcûan-. 
de connu aac^^ccasgt^îy yT-*^*"''**^ .C. Q. F. i °. D. 

^ AA ■ 

ccxx — 1 ccx -:— icy» 



Si dans Ja première équatiofi j3«= --^ ^ ^ — - 

^-i^c;c , on fuppofe que a foit une grandeur infinie alors 
tous les -termes s'é vanouiflrent,& il ne refte que ^cx ; donc 
l'équation à la parabole ciiyy= ^cx , o\iyy=^2px ; en 
faifant 4c==2/*. C Q. F. 2\ T. &- D. 

N.B. Le paramètre entier de raxedela^parabole que noiisavon« 
défîgiié jufqa'ici par p le fera dans la fuite par ip; pour confer- 
Ver Tanaiogie de cette courbe avec les deux autres , dans Ui- 
quelies p n>ftque le demi-paramètre de Taxe Aa. Ainfi l'équa- 
tion j^.==?py devient yy=zzpx:y 6c Âe même fx -H if /' ^ phang^ 

Fy 
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Xo KOLL AI&B 'h 

177.11 fuit 'delà que dans rellîpfe & dans rhypcrbole 
on aura toujours cette proponîon jry : zax^x : : Wî 
ML^ puifqiy cet te analo gie fe déduit immédiatement de 

l'équation ^jf=: — ^ — ; donc les quarrés des ordon- 
nes feront entr'eux comme les produits des abfdfTes 
correfpondatites ; car APxaP=2tfXHl3i:x ; & d'ailleurs 
la raifon de bb à aa qui exprime le rapport du quarré 
-d'une ordonnée au reâangle^PxAP eu une raifon conf- 
iante. Dans la parabole les quarrés des ordonnées ie-* 
Tont entr'eux comme les abfciflès. C'eft une fiiîtenécef; 
iàire de l'équation yyz=afx. 

COROIr£.AlKE IL 

078. Nous avons vu danslesHChapitres précédens qu'une 
xroifieme proportionnelle aux deux demi-axes > efi le 
paramètre de celui qt^ fait le premier terme de la pro*. 
portion. Nommant donc p celui du demi-premier-axe ^ 
on aura aibiibip, d'où l'on tire bb : aa : :p: a; donc 
à caufe de la proponion yy : 2axZi^ xx : : bb : aa , on aura 
yy : 2axZ^xx ::p: a, Se par confëquent yy = 2px ^ 

^. La fraéKon'^ donne o :p::x:—i donc le reâaii- 
»gle ap fait fur les deux j)remiers termes de cette propor- 
tion , eft femblable au reâangle — faitfur les deux der- 

piets , puîlque ces ir'Ôtés font proportionnels. Donc^^?» 
âine SeSliênConiaue quelconque le quarré d^une ordonnée à 
Vaxe principal ejipar rapport au produit 2px.de Vahfcijfe 
for le paramètre entier de cet axe yé^al dans la parabole^ 
flus petit dans Vellipfe, (^plus grand dans T hyperbole ; Çf 
déplus i dans ces deux dernières courbes le défaut ouVexûès 

DXX 

ééfigttipar ■j-eJî^oufoursMnj'eBanglefemhlableâ'xelm 
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AUX S-ECTrOîTS GONI^QUEJ. 8y 
f ap) au demi'prerrder axe par fort paramètre y lequel a 

pour, dkés X & — • Ccft à caufe de cette propriété que 

les anciens ont donné aux trois Sedtions Coniques» les 
noms de Parabole 9 (PEllipfe & (THyperbole; qui fignt* 
fient refpeâivement égalité, défaut ù, excès. Ce que l'on 
vient de dire ici doit auffi^'àppliqyeraux diamètres qjii 
ont même équation que l'axe principal* 

COROLLAIKS III*.. 

17p. Si l'on fuppofe x=c ou 2,0^0, on aura yyz 
aac^c ::bb:aai mais on a fuppôle 2ac^cc=sbb ; donc 

on aura^jf ibbiibbiaa^ d'où l'on tîre^ =— ==p;donc 

dans toute feSion Conique A^ double ordonnée qui pajfe 
par V un ou Vautre foyer eji égale au paramètre de Taxe 
principal ixomme nous l'avons vu fur chacune. Si l'on 
fait jf = + j , on aura yy i-^aa: t bb-: aa , d'où l'on tire 
yyt=s+bb» D'oi il fuît que le quarré de Pordonnée CB 
qui pafle par le centre eft égal au quarré Hh&i; Ce quarré 
cft pofitif dans l'ellîpfe & donne deux valeurs réelles pour 
^ dans cette courbe î dans l'hyperbole au contraire ce 
même quarré eft négatif ^^ donne pour^ deux valeurs 

imaginaires rtv^-—fc^ parce que les courbes mAM,ni^M Fîg,*i4ii 
ne peuvent avoir aucune ordonnée réelle pour toutes les 
abfciifes prifes entre les extrémités de l'axe Aa. 

CorollairbIV. 

180. Si l'on fuppofe les deux axes de l'elKpfê & de 

l'hyperbole égaux! entr'eux ; ce qui donnera un cercle 

dans le premfer cas & une hyperbblè équihtérale dans 

le fècond , le paramètre fera aufC' égal à Tun ou i l'autre 

axe & l'équation ^= 2px^J^— devient yy=^2px ^xx 

qui eft l'équation à un cercle ou à une hyperbole équî- 
wtère ; pourvu auel'on fuppofe , comme on le fait ici», 
que les ordonnées font à angles droits pour avoir un 
cercle^ ^ n| 
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Corollaire V, 

, ^ _, , „ , . ccxx rccx le** , ^ 

1 8 1 . Si dans requation yy=^— 4- "V" '+' ""^ ^ 

^cx y on fuppofe x=^c , on trouverai j)[y = — :+- — -+• 






4CC. Donc en ilrant les racines jy = -^^ 2c ; maïs on a 

vii/( art. ijç ) que la double ordonnée qui pafle par 
le foyer F, comme cela arrive ici, eft égale au paramètre; 
donc Texpreffion géntïrale du paramètre de Taxe prin- 
cipal d'une Section Cunique efl: 2p^^^ I^I 4c. Dans 
la parabole k caufe de 0=^00 , le paramètre 2p^=^^M 
S c H o L I E, 

182. Comme nous avons fait voir dans les Chapi'^ 
très précédens que les propriétés des diamètres conju- 
gués font précifémem les mêmes qu& celles des axes » 
nous ne nous arrêterons pas ici à prouver que leur équa- 
tion doit au0î être la mêmcj en comptant les abfciilë^ de 
l'origine de chaque diamètre. 

PkoblejmeVI* 

T'ig. tsî iSjf Suppofant une tangente MT^ un point M d'une 
^ix« SeSlioh Conique quelconque i trouver VexpreJJion de la 
fou-tangente PT en comptant les abfcijfes àufommet A. 

SOLUTÏON- 

Nous avons vu dans les Chapitres précédens {art» 

75 & i35'.)dereUipfe&derhyperboIequePona CP: 

CA : : CA: CT; donc en mettant les valeurs analytî- 

£^ 

ques , on trouvera a-y.x i a:\ai -^ = CT; donc 

iî dans l'ellîpfe on retranche CP de CT^oû dans Thyper^ 



feolç CT de CP> on auraPT = ^^^^^. C, Q. F. Z 



'^âÊÊÊ^m^a^ 



J 



AVx Sections Coniques. 87 

COROLLAIAE I. 

1^4. Connoîffant Pexpreflîon algébrique des lignes 
PM & PT , il fera facile de trouver PexprefGon de la 
fou-normale PR & de la normale MRj ainfi que celles de 
la tangente MX 8c des lignes AR, aR; AT,aT; en 
fé fervaïit comme xi - devant des triangles - reftan- . 
gles TPM , MPR , RMT; on trouveroit donc PR = 

-xa ^ Xjàn en fe fervant du demî^parametre j^>PR= - x 

<^-h^9 =|7lil -• Donc dans une Seftîon Conique quel- 
conque hi fou-normale PR efifwr rapport au demi^para-' 
mètre de V axe principaU plus petite dans rellipfe, plus gran- 
de dans V hyperbole Êr égale dans la parabole. Car à caufe 

de A =00 dans cette courbe, IJI ^^œlpo.On trouveroit 

de même MR^fiES^Ï^±ÈE±Ï£lÈ^^. ou 
en y faifant entrer T expreiGon du demî-parametre MR= 
^ — — -^ — ^ ■ ^ : d'ofi Ton tirera 

a ' 

MR= V^2/7Ar-+-/7p dans la parabole , en faifànt a =00 . 
A. caufe du triangle^redai^le MP T > on a MT=g 

Sî à PR - X ( ^:;: AT ) l'on ajoute AP>j on trouvera AR= 
— --^ -,& en fe fervaût du demi-paramètre p,AR;= 

p-^x Ijl — ; donc AR eft par rapport à la fothme du demi- ;^ 

paramètre de V axe principal (x de Vabfdjfe x^plus petite dans 3 

Vellipfejplus grande dans rbyperbole* & ^§ale dans la para- . 1 

hole à caufe quelf ~ =0. On trouveroit de même aR;=: ] 
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— — — ^^ OU 2tu^ ^p^-^ y qui elt une graiH 

deur infinie dans la parabole. 
Enfin , fi dePT {-"^l^) Ton 6teAP(*)îPon trou- 

ÛX 

veta AT==^^ , qui donne AT = x dans la parabole. 

De plus il eft vifible que cette ligne devient infinie dans 
rellipfe lorfque x=a , & qu'elle devient a dans Tbj^er* 
bole lorfque x eft infinie. De même on trouveroit flT==i 

^^^x a j, qui eft infinie dans la parabole; 

CoROLLAIRX IL 

1 8;. Si delà ligne PT (^^^) on 6te PF, lorfque ? 

tombe entre les points C, F dans rellipfe ; ou iî l'on 
ajoute PF à la même ligne > quand le point P tombe en« 

tre le fommet A &le foyer F, on auraFT== — -r^ — y 
& de même fi Pon ajoute PT=-^£^ à/P iat^-— Jf~o 
( Kg- ly ) * ou fi Ton retftinche PT ( î^^' ) de/I> 

2tf-H*r-H:,(Fig,2i) on aura/Tss=i: j=r^ j mais 

nous avons trouve (art. ij6) FM= ^ > & par 

conféquent /M==î^î^^-^ï±^ j donc FM : FT : : 

Donc àuffi/M :/T. : '^^-^^^-^^^-^^^ : ^^^^'^f 
:;a:pir:tf;;CP:CA. '*• 

C^ROrLAIKE III. 

i85. Des deux proportions que Ton vient de trou^ 
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ver 9 on tire une manière nouvelle & commune aux 
trois Sedlions Coniques de mener une tangente à un 

J}oint quelconque M 9 par le moyen de l'un ou l'autre 
byér. Pour cela , il n'y a qu'à faire cette proportion CP: 
CA : : FM : FT ou : :/M :/ T dont les troîspremiers 
termes font connus; ayant déterminé le point T,oq mè- 
nera la droite MX qui lèra la tangente demandée. Si 
l'on fuppolè le demî-axe AC= 00 , il eft évident que 
dans la proportion FM : FT ::a^lx: a , les deux ter- 
mes izljflj:&^ de viennent égaux; donc auffi FM=FT, 
comme on le fçait d'ailleurs> parla nature de la parabole. 

THiOREME L 

iSj.SidesfoyersFj (on abaijfe fur um tangente quel- ^\\^^\ 
conque des perpendiculaires FE , f e s je dis que Von aura 
FExfc=CB*. 

Démonstration. 

Les triangles (èmbl. MPT, FET,/eT donneront; 
MT ; MP ; : FT : FE : :/T :fe ; donc FE=:~|xFT, 

&/e r^ Sîl x/T ; donc FEx/^^lx+CP +CFS 
Car FT= iCT+CF & /T=CT-h CF ; mais on a 

déjà trouvé (art. 1 84.) MI*=sz2ax:Lxxx— -4- 4=^ 
& dans tous les cas MP? = 2tf«'IZ*'^x—: donc en rédui , 

ç MP» * èbxâ^x^ ] 

lant on aura j|^ _ a^h-:fi4bhx^^hxic^ia^xZfâ^ > 
multipliant cette dernière expreiEon par+CT*HhCF*=s 
=rî 4- ce, ou par "-=1 -^ — ; en met- 

tant aa ^b pour ccyic réduifant à la même dénomination 9 
on verra évidemment que FE xfe=^b. 
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L £ M M £• 

1 88. Si Von a deux grandeurs variables a , b telles 
que Vune devenant a-f-c > Vautre devienne dans le mê^ 
me injiant hi^c ( c eji Vaccroijfement des variables a & 

b);e rfii jMeg : ^ J a : a-Hc. 

Démonstration. 

On fçaît que fi Ton compare enfemblc deux raîfoiis, 
la première eft à la ftcotide comme le produit des ex- 
trêmes eft^u produit des moyens; lorfque les termes 
vont en augmentant. Aînfi il fuffit de faire voir que le 
produit des extrêmes eft plus petit que celui des moyens 
dafl6 le premier caSj &plus grand dans, le fécond: ce 

qui eft bien évident , puifque les fraftions ■ • ^ ' 5 ^- ^ 

» qui ont le même numérateur font entr'elles réciproque- 
ment comjné les dénominateurs h & b^c^ c*eft-à dire ^ 
comme b^cib.Ç. Q. F. D. 

THÉpREiiElL . 

iS$. Si d^un foyer V Von mené à différents points M, 

p- m d^mne SeSion Conique des droites FM , F m ^ que npus 

êcii. appellerons Tzyons vefteurs, b* des droitésFE ^F^ per- 

, jpendiculaires aux tangentes en M Gr m ;;e àis que dans 

Vellipfe les racines quarrées des rayons veBeurs croijfènt 

moins Vune par rapport à Vautre que tes perpendiculaires 

' torrefpondaines des rayons veSleurs^ torrefpondans ; quelles 

iroijent plus dans V hyperbole , &• autant dans la parabole. 

D i Jtt O N s T ft A T 1 O N. 

A caufe des triangles femblables FME , /Me ; FM : 
FE : :/M :/e ; donc FE=^-~^ ; donc FÈ* ^fz.:^ 

FE xj^ = BC*Xr|^, ( art. 187 ), Sqîc encore conçu 



r^-^^^lâuiâ^ttîîÎH&li 
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un autre point m a veit fon rayon ve(3:eur Fm ^ fa tangen- 
te 9 Se une perpendiculaire F ^ fur cette tangente ; o% dé-^ 
montrera comme çn vient de le faire pour FE , que F«*== 

BC-xJ^î dohcFl»:îT*::BÔx|S-ËÔx|A-: 

7m • fw' mais dans l'clliplè lorfque FM aiigmente^ 
/M diminue ; Se dans l'hyperbole les lignes FM, /M 
augmentent ^galenâent ; donc par le Lemm-e précédent 

^;y^<FM:FmîdoncauinFE«;Fr»:J FM : 

Fm , & en tirant les racines FE : Fi ^ f^lFM : ^Wm; 
c'eft-à-dîre, que le .premier rapport eft plus petit que 
le fécond dans Pellîpfe &pliî5 grand dans f hyperbole; 

donc \^ FM contient plus de fois V^Fm,que FE ne con- 
tient de fois Ft; donc dans rellipfè VFm eft moins 
gran4p par rapportât FM que Fi par rapporta FE> 
& 1/ict-verfa pour Fhyperbok. C Q. F. i\D: 

Dans la parabole cette raifon eft celle d'égalitë ; car 
on_aFA;FE;:FE;FT ou FM, donc FAxFftfe= 
FE* & imaginant une autre Fm avec la ligne Fi cor- f**« 
refpondante on aura Fs* = FA x Fm j donc FE» : ^ 
ÏV^ : : FA X FM: FAx Fmçj_FM : Fm & tirant les 
radncs FE : Fi : : /FM : ^Fm. C. Q, F. 2^. U. 
Définition. 

ipo. Si l'on fait pafler un cercle par trois points infi- 
niment proches fur le périmètre d'une Seftîon Conîquia 
quelconque ; ce cercle fera nommé ofcidatcur Se le rayoa 
du même cerclé fera eufli Aommé rc^on ofculateur ou 
rayon de courbure ; parce que la courbure de ce cercle 
eft égaie à celle de la Seiâion Conique propofée aux 
points communs avec le cercle. 

PKdBLEME VIL 

191. Trouver le rayon de courbure pour une SeBioh Kff**^» 
Conique quelconque. *^* 
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Solution. 

♦ pour rellipfe & pour V hyperbole. 

Soient deux diamètres conjugués CM, CL & par 
l'extrémité M du premier » foit abaiâee fur le fécond là 
nomiale MRK. Soit de plus une droite NOn parallèle 
à la tangente en M infiniment proche du point M 
coupée en ^r par la normale MR , & divifée en deux 
également en O. Enfin p par le point O foit menée 
une perpendiculaire mO à la droite Nn qui rencontre 
la courbe en un point m ; il eft vifible que le centre 
du cercle ofculateur doit fe trouver fur cette ligne* 
Nommons 27 le diamètre inconnu de ce cercle > t l'ab* 
ciflèmO, & u l'abciifeMO prife fiir le diamètre CM. 
A caufe du cercle qui paifè par les trois points N , m , n 
on aura NO*=sr2; — txr; & parce que les mêmes 
points appartiennent à retlipfë ou à rfiyperfoolè , on aura 

auffi NO*=2CM5:ttXMX==; donc 2,1 — r x t =5 

aCM^I M X M X ==î niais lorfque le point m coïncide 

avec le point M , on a mO=M7r , & la raifon de m O à 
MO > c'eft-à-dire , la raifon de r à m eft la même que celle 
de M^rà MO, ou de MK à MC à caufe des triangles 
femblables MttO , MKCj donc MK : CM : ; r : u = 

mj^ ; mettant cette valeur de u dans l'équgitîon trou- 
vée cideflus elle deviendra , en divifànt chaque membre 
/ /-»ir-CMxi\ CM CL* 

étant infiniment petit à Tégard de ? & de CM lé pre- 
mier membre devient 2î& te fécond aCM X^ x 

^îdoncaî^-jjjg; ou ? == jj^j^. C Q. F.T. 



ÂITX SïCTiONS C0NIQT7ES. 55 

Solution pouk la Pakabole. 

ip2.Gardant les mêmes dënomînarîons que dans les deiu^ Fig • »•• 
figuresprécédentes; foit t le paramètre du diamètre MQ 
qui pafle par l e point M. On aura à caufe du cercle ofcu- 
Jateur Nm/z 21 — gxg= ON%&A caufe 4e la parabole 
9r«=N0» ; donc 2? — r x f = ttm; lorfque le point m 
tft infiniment proche du point M , la raifon de mO à MO 
eft la même que celle de PR à MR j donc MR : PR : : 

•« : t ; donc usss-^ ; mettant cette valeur de u dans 

Péquatîon précédente & dîvîfant par t , on aura 2?—^ t 

•OU 2?= -pR-. C. Q. F. r. &• D. 

IP3. Pour avoir Texpreffion algébrique du rayon de 
courbure, on remarquera d^abord que l'égalité CtxMK 

î= tft (démontrée art. 108 Êr 158 ) donne MK;=qj ; 

QL» cO" * 

^onc î ou -^ = — .. Déplus on a fait ^oîr (art. I03)j 

gue; CM» + CL* =^^ -|- ^^ j & Pon prouvera de 
même dans Phyperbole que la différence CM* — .CL» 
des quarrés des deux demi- diamètres conjugués égale 
celle desjuarrés des demi-axes ; donc on aura toujours 
CM» i CL» = aa±bb. Donc CL» =±aa -+-A*^: 
CM» î _maîs on aura It caufe du triangle reftangle 
CPM; CM» ==CP» H- ?M*=;aa^: 2ax^ xx H- 

4WirIZjrxX 7- , d^oà Pon tire aîfément •.••••; 



-^ — -i- — ^3^ :. , OU metttant^/i 



a^xab 



four ii, on ^iira ^ := f/a^p^^a^x~^a-x- ^^a^px^afxx^ 



I 
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qui fe réduit à p dans toutes les Seftîons Coniques eft \ 

^ç^XiX, :r== o; d*oii il fuit que dans chacune le rayon de ] 

courbure aufommet eji égal au demi-paramètre de Vaxe. Si ^ 
l'on compte les ablcifles du centre C on trouvera CL 

»=^if!£f^-tf£ff5 donc^ ou -^ ou î = . 
" a ^^ aVap 

y^^^^^^^ Si Ton compare cette expreflîon • 



avecceHe<i/^Éf!££^iîî±£f! qui eft le cube la 

normale MR dîviféjpar le quarrë du demî-parametre p de 
Taxe > on en trouvera tout de fuite l'égalité; donc dans 

toute Seftîon Conique oti auraî'=-— ; c'eft-à-dîre j 

que le rayon de courbure dam un point quelconque efi égal 

au cube de la nominale , divifépar le quarré du demi-para- 

• mètre de Vaxe principal pour toutes les SeSions Coniques ; 

doiic^l'exprefiion du rayon de courbure pour la parabole 

ièra Z ^ssR ^yi^'itf^f ■ '^^f^' , fi le paramètre entier == 0. 

Âff : 

Pr oblemk VIIL 

1^4. Les afymptotes CB , CF d'une hyperbole &* un 
point A d€ cette courbe étant donnés ; trouver tant £aUr^ 
très points quon voudra de cette même eourbe* 

Solution. 
Fig. 191 Par le point A Ton tirera dans Tangle des afymptotes 
^ des lignes quelconques Bkab ^ DAGi terminées aujt 
mêmes afymptotes. On prendra fur ces lignes les parties 
^= AB, Gd = AD & tous les points trouvés de cette 
manière feront des points à l'hyperbole demandée. Cha- 
cun de ces points comme G pourra fervir à en trouver 
de nouveaux de la même manière , en tirant des droites 
..comme FGg/fur lefquelles on prendra g/=GF, Cette 
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foîutîon eft une fuite évidente de ce que ron adémotstré' 
ci-devant ( aru 145 ). C Q,.F.T._ 

P*o]çi:emeIX. ' 

ip j. Le foyer F (Tune SeSlion Conique quelconque , & ^'S* }«>* 
rroii poinw M , N , P de la courbe étant donnés i on ie- 
mande de décrire cme courbe. 

S ,0 L U- T I O^N^ 

Il eft évident que tout fe réduit à trouver la direc- 
trîcç de cette courbe, ou ce qui revient au même , deux 
points de cette dîreftrîcç. Pour y parvenir je fuppofe 
pour un înftant le problême réfoluj c'eft-à-dire, que la 
ligne B.F menée parle foyer F repréfente l'axe de la • 
courbe ; 8c que la ligne SL perpendiculaire à cet zj^c foie 
la dire.élrice. Des points donnés M,N, P je mené au 
foyer F les droites toutes connues MF , NF 9 PF & fur 
là dîreélrice les perpendiculaires MC , ND, PE; je tire 
auflî les droites PNG, NML terminées à la direftricei 
& dont les parties PN, MN font connues,; enfin, du 
poîntT con>me centre avec les rayons MF , NF je dé- 
cris les arc%MH , NK terminés aux lignes FN , FP pour 
avoir FH = FN — FM & FR == FP — FN. Cela 
pofé, onfçait que les diftaflcesFP, FN, FM des points 
donnés P,N, M au foyer & les diftances PE, ND,MC 
des mêmes points à la direélrice doivent toujours être 
dans une raîfon confiante ; on aura donc FP : FN : : 
PE : ND & à caufe des triangles femWables PEG ,NDG 
PE: ND:: GP.GN; donc FP : FN :;GP:GN. Donc ' 
Aividendo FP— ^FNou FK:FN:rGP — GNouPN: 

PNxFN 
GN ; donc GN== — fk^î ^^ trouvera de même NL= 

— jp|r^ ; d'ailleurs ces deux expreffions des lignes GN 

& ML font entièrement connues ; donc on a deux points 
de la diredrice, &le problênjiç eft réfolu, C Q, F. Tfy D. 
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ProblembX; 

p. iptf. Le centre C i'une cMip/c ou d'une hyperbole 6* rfeu^? 

* tangentes TM,TN i ccrte courbe étant données de pojîtion 
avec le premier axe Aa donné feulement de grandeur ; il 
faut décrire cette courbe. 

SOLUTIOK» 

Du point C donne comme centre avec le rayon CA 
égal à la moitié du grand axe» on décrira une portion de 
cercle qui coupe les tangentes TM, TN en deux points 
E 9 D ; par les mêmes points on élèvera aux tangentes les 
perpendiculaîres EF ^ DF qui fe couperont en un point 
r qui fera le foyer de la courbe à décrire. Ayant donc 
déterminé la pofîtion du grand axe » par le moyen du 
foyer qu'on vient de trouver y on achèvera la defcription 
comme à l'ordinaire. Cette Solution eft une fuite nécef- 
faire de ce que nous avons démontré ( art. 6p. ) que le 
demi-grand axe C A eft égal à la ligbe CE menée du cen« 
tre au point E de la tangente auquel aboutit une per- 
pendiculaire menée du foyer F. Ce qui fe démontreroit 
Je même dans l'hyperbole, C' Q. F.T.b'D. 
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Nations abrégées /(if lei Seâfions Coniques des ordres 
JUpérieurs ; Théorie nouvelle Jut les fuites algé-^ 
kriquesf ujage des mêmes fuites pour trouver la 
quadrature des SeÔlions Coniques ordinaires ; ap*- 
plication des mêmes fuites aux logarithmes hyper^ 
boliques; manière de les calculer appliquée à an 
exemple. Réjîexions fur téfpace infini hyperbo^ 
tique ; on en déduit une démonfiration de deux 
propriétés de cette courbe , qui paroijfent contra^ 
diàoires , & F on fait voir par un même principe 
f accord de ces deux vérités. 

De's qu'on eût commencé à rechercher les pro- 
priétés des Seftîons Coniques par ranalyfe & à 
lès exprimer par des équations, il ne fut gueres poffi- 
ble de (e reftraindre aux équations que nous avons vu 
dans les Chapitres précédens. Pour donner aux com« 
mençants une idée de cette généralité, & pour fuivre au- 
tant qu'il nous fera poffible l'analogie qui à dû conduire, 
ceux qui ont travaillé les premiers fur les Seftions Co- 
niques de tous les dégrés ; nous allons commencer par 
généralifer l'idée du cercle , & enfuite imaginant un 
cône qui ait pour bafe un cercle* de tous les dégrés i 
nous ferons voir comment on coupe dans ce cône des 
paraboles , des ellipfes , ou des hyperboles de tous les 
dégrés* 

Définition des cercles de tous les dégrés. 

I97« Dans le cercle tel que nous l'avons conlidére ju(^ - 
qu'ici^Qous avons trouvé pour une ordonnée quelconquf 

G 
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F; tf. & po"^ ï^ abfci(&s[corrcfpon4aiitcs AP : PM : ; FM ; P^r, 
d'oà Ton a tiré l'équation j[y==2ax — x;r ; maïs rien n'em- 
pêche d'imaginer une courbe telle qu'on ait ÂP : PM 

: : PM : Pâ t & nommant toujours 4a ligne donnée 2a t 
l'abfciffe AP , Jf ; la partiçPa, 5Ui-p^ ^ l'ordonnée PM 

yt cette proportion deviendra' celle-ci x zy ::y : 

aar — :ç ; d'où l'ontîre l'écjuatîpn^ =? ( 2a— at) 

m 

X X qui exprime les propriétés des cercles de tous les 
Fig. I, dégrés. Suppofant aéiiuellement cette courbe tracée fur 
un plan & un point S élevé au-deflus du même plan , fi 
l'on imagine qu'une droite mobile autour du pointa» 
Ittive par fon extrémité inférieure tous les points du 

cercle repréfenté par l'éc^uation y == aa — ^ xx ; 
il réfultera de ce mouvement un cône de tous Iqs dégrés 
* dans lequel on trouvera les Sqdiions Coniques de tous 
les ordres > dans le genre parabolique , elliptique ou hy- 
perbolique; fuivant la pofition du plan coupant à l'égard 
des cotés du cône. 

PROBLEME L 

15)8, Trowtr Véqumkn à la çourh qui réfulte de la 

fcSion d'un cône di tom les dégrés par un plan difpofé de 

FJg, 5, manière que Vaxe AB de la courbe fait parallèle au eôté 

pS , (^ que Vinter-feàion d^ ce plan avec la b^fifoU per-^ 

pendiculair^ au diamètre CD de la mêm€ bafe. 

Soit coupé le cône CSD par un plan parallèle à & baiêf 
on démontrera comme au Chapitre premier que les 
droites MPm, NBmj FG & CD font refpeétivement 
parallèles. De plus , les droites PM>BN étant des or- 
données des cercles dans le(quels elles fe trouvent» on 
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àaraMP'"^'=FrxPG"&BN'"*"«=CB'"xBD" ; 

donc Mf" *": BN""^"; : FP\ PÔ"; CB'xBD". & en 

âivifiint par les conftantes égales PG y BD » puifque - 
ces lignes font comprifes eitre parallèles » on aura 

]^";'^:BN'"*''::Fr:CB"';ou:;ÂP'";ÂB'"î d'oi 
il fuit que dans les courbes que donne cette façon dé^ 
couper un cÔne , les puiflfances femblables m-f^n des or<» 
données font entr'elles comme les puiflknces (ëmblables 
m, m des abfcifles correfpondantes ; d'où il fuit évidcm* 
ment que toutes ces courbes font du genre parabolique. 
C.Q.F.T. 

COHOLLAIRB» 

ipp. Soit une quantité p telle que Ton ait MP 

«= AP X p ; il eft vifible que l'on aura auflî pour toute 

autre ordonnée BN , BN s=AB xp j donc fi 
Ton nomme Jt une abfcifle quelconque , ic y l'ordonnée 

correfponâante > on aura y sssz p x , pour léqua- 
tion qui exprime la nature de toutes le paraboles des 

ordres fupérîeuri. Si Ton fait ;>=i , on aura auffi pt^^t 

6c par conféquent y =» y j ou en (àîfant m -H n=r 

jsssix^l d'où il fuit que cette équation exprime auflî 
a nature de toutes les paraboles* 

Pa#bi.£mbII» 

ipp. Déterminer lanature des courbes que ron trouve ^. 
en coupant le mime cane de manière que le plan coupe les ^]^'^ 
deux cités du cent au-dejfous dufommet^ ou l'un au-deffous 
&r Vautre a^-dejfus; on lefuppofe toujours difpofé de for 
çon que VinttrjeSioride ce plan avec la bafe du cônefoit 
perpendiculaire aai diamètre CD de la mime bafe* 

Gij 
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Solution* 

Soient encore imaginés deux plans FMG, HNL pâ* 
rallelesà la bafe du cône qui rencontrent le plan coupant 
dans les lignes Mm , Na qui feront parallèles entr'clleSr 
ainfi que les diamètres FG , HL* Les cercles FMG * 

«NL donnent MP =^FPxPG&NQ =» 

iÏQ'" xQL"; donc MP"^": NQ"*" : : FP" x Pg" : 

HqT X QL" ; mais les triangles femblablesPAF,QAH 

donnent!!:^ ^I '-'-^l ^^J; donc .en multi-. 
GP : LQ ::a? raQ / 

pliant par ordreFP^x GP" : HQ"* x LQ° : : Âp"'x3F'* 

AQ X tf Q ; d'oii il fuit évidemment que MP 

NQ"^" : ; ^^ X ^" : Âq"" x Jq", c'eft - à - dire ^ 
que les puiffances femblables m -+- n des owlonnées MP, • 
NQ font entr'elles comme les reftangles oes puiiTances 
(èmblables m & n des abfciffes correfpondantes; donc^ 
ces courbes font du genre elliptique & hyperbolique. ' 
C. Q. F, T, 

COKOCLAIRSI. 

20I . Puifque les puiiTances m -+- /i des ordonnées font 
toujours entr'elles con^mc les redlangles des abfciffes. 
correfpondantes élevées aux puiffances m & n ; il s'en- 
fuit que ce rapport efl confiant; 9t par conféquent qu'il 

peut être exprînaé par celui de fc à a ou celuide;?:«; 
donc fi l'on n#mme x une abfciflè AP , 2a le diame-'^ 
tr€ Ad^ l'autre abfciffe fera 2a1i^ ; & répréfentant cha- 

q^ue ordonnée par^ , on aura y : x x 2cl^ ::b i 

a :;p : «;d'oàl'on tire Téquatîon^ ==* x^a^x x 
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1* 7724-n m ■ ri * 

^ ^ou ^ ==jr x;2a-f.;c x ^ quî expriment égale» 

ment les propriétés des ellipfes 2c des hyperboles de 
tous les dégrés. ^ 

COROLLAIKE II. 

ao4« Si l'on fixoît l'origine des abfcîffes au milieu dit 
idiametre 2a, on auroit AP=+:^IiIJC & aP =a-4- jt j 

in*^ n '■' m n 

donc^ : ^:^^-^ x ^ HH ^ : :p:a; d'où l'on déduit 
encore une nouvelle équation pour les ellipfes & les 

hyperboles dé tous les degrés y :=z-^aZi:.x )c 

^ ^ p 

H'+'X x'^'s quî deviendra ainfi que tes précédentes 
une équation aux cercles ou aux hyperboles équîlatères; 
de tous les dégrés l'orfque^ = ii, du lorfque fc=ii. 

Problème 1 1 L 

205. Trouver V équation qui exprime la nature des hy^ 
perholes de tous les dégrés rapportées à leurs afymptotes. 

Solution. 

Nous avons trouvé ( art. i j(J) qiie l'équation de l'hy* 
perbole rapportée à fes afymptotes eft ^7= ce. En gé- 
nérali&nt cette idée , comme on a fait pour les autres ; 

on trouvera x y ==c ; & c'eft 1 équation que l oa, 
demande. C. Q* F. T. 

C o E o z< L A t s Ef^ 
uo^0 Comme on peut Êiire la confiante c s= à l'unî^ 

té, il s'enfuit que x y =^ï eft auflî une équation aux hy- 
perboles de tous les dégrés rapportées à leurs afympto- 
tes. Pareillement ^" = "^ou y""* exprime encore la 
BAtune die ces courbes; d'oîtilfuît que l'équation j^ ois 



Tig. 31. 
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y SSS.X àt toutes les paraboles s'étend aufli à (pit^ 
tes les hyperboles, pourvu que m défigne une quantité 
négative quelconque. 

TheokchbI. 

20y. On peut quarrer toutes les courbes dans le/quelles 
lafow^tangente & Vabfciffefont dans un rapport confiant^ 

Démonstration* 

Soit une courbe quelconque AMm qui ait pour axe 
AP; une tangente AQ i fbn fommet à laquelle les or- 
données PM fi>at parallèles; tme autre tangente MX 
terminée à Faxe en T d'où Ton a élevé TR parallèle 
àuxMP; & par deux points M 5 m infiniment procBes 
des droites Mr, mp; MR, mr refperftivement parallè- 
les à la ligne TR & à Paxe AP. Il eft vMîble qu'on peut 
regarder les trapezesmpPM , th^QM comme les élémens 
de l'efpace AP MZ A & de fon complément AQMZA; 
de plus il eft encore évident que les trapèzes Mfpm , 
MRrm ou les parallélogrammes MFpO 9 MRra qui ne 
différent de ces trapèzes que des triangles égîaux & in- 
finiment petits MmO > Mmo font égaux puisqu'ils font 
compléments de parallélogrammes ; donc fi l'on fup- . 
pofè 9 comme on le fait ici > que PT foit à PA dans 
un rapport confiant / les parallélogrammes rRMo f 
jQMo feront aufïi dans le même rapport puîfqu'ils ont 
ces lignes pour bafe avec une même hauteur ; donc auffî 
chaque élément de l'efpace APM fera à fbn correfpon- 
d^nt dans Pefpace AQM dans h même rapport; & par 
conféquent la fomme des élémens d'une part eft à la 
fomme des élémens de l'autre dans le même rapport;, 
donc fi Fon défigne ce rapport par celui de m: n, on 
aura APMZ : AQMZ iimin,, èccompjonendoAVMZi 

AVMqtimim^n j donc APMZ == APMQ x-^ 



-\ 
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Xy ; donc toutes ces coutbes feront quarrablês p 



puîfou'elles auront un rapport fini & donné avec le recr 
tangle des abfciffes. C Q. F.D. 

CoROLtAlKS I. 

20(5. Sî la courbe étoic convexe du côté de Taxe 
comme dans la figure ( J3 ) la prdpofition n'en feroit 
pas moins certaine» pourvu que la fou -tangente fut 
toujours dans un rapport confiant avec rabfcîffe AP. 
Car foit înfcrit un parallétegf antïfne fini ABCD , & 
foit achevée la conftruétion cotnmc dans la ligure pré- 
cédente ; il eft vîfible que chaque élément MPpm de 
Tefpacc indéfini BCGF ou foh égal MRrm eft à l'élé- 
ment correspondant M Qgm de Pefface AFGCD com- 
me PT : AP: imin^ donc en ibmmant ces deux fiiites 
BÏ'GC : AFGCD } î m ; n , & par conféquent BFGC : 
AFCGD— .BFCG ou ABCD iimin^^m. Done 

BFCG =i= j^ X ABCD, qui fera toûj^ une 
qtfaUftité &ùk ttita qtie le dénoi^in^téuf ne fera pas zéro 

Cal^OLLAlRïIL 

ikô'ji Sî lef rapport àtfn à^*: w *f* n eft ùft rapport 
de nombre à nombre , la coarbe fera abfohament quar- 
rable; fi c^eft une raifôAjn^oitmen^rayg^ 
re n'en fera p» tooîns ewuptettr} mais oirne pourra 
l'exprimer en nombres entiers que par approximation* 
^'^^^nfi fdn peut en général dîftînguer trois fortes de qua- 
dratures algébriques des courbes ; des quadratures atH 
folues & cômplettes que l'on peut exprimer par des 
nombres finis & rationnels ; des quadratures abfolues & 
încomplettes, qui renferment néceflTâirèmenttmeexprel» 
fion finie compofée de radicaux ; enfin , des quadratu- 
res qui ne peavent être exprimées' que par des fuites > 
& que l'on ne peut pas même ramener à une fçule ex<^ 
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preflîon compofée d'incomtnenfurables. Il y a grandtqt 
apparence que la quadratuce du cercle & de Tellipiê \ 
font de cette nature ; ce qui peut fe conclure direfte-* j 
ment de la théorie préfente. 

L E M M E I. 

» 

208. Si Ton dîvîfe i — ?;'" par i •— î : je dis que fc 
<|uotient fera exprimé par cette fuite infinie; ••«•«. 
r-hz -i-z^ 4- g^ ■+■ g^ > &c. 

» 2» J« 4» 

I -+-«"" -H *^ 4' «"^ -h** f &c. 

Démonstration» 

Soît une progreffion géométrique > -ff ï/?S ?*>?** 
{^, &e. dont ; foit la raîfon, & 71 le nombïe des termes ; 

on jfçait que le dernier terme fera x > & que la (bm* 
me de^M^tédens e(l à celle des confëquens j comme ua 
feul a|H|dent i fon conféquenN Donc , en défignant \ 

la fomme de. tous les termes par s Ad, fbnime des antécé:- 

dens fera x — t ^ & celle des conféquens fera s -—15 
ce qui donne la proportion Sr^^ : 5-— i :> i : j; 
donc, 7^ 1x1= s — i Xf,ou j — i5=.j?'— 
î j d'où Ton tire aifément 5 s=-j--r-. Préfentement fi 
l'on a pî^reillemeat une ptogreflîon géométrique p^ donc 

le nombre de termes foît m, & la raîfon j *" , on trou-î 

n tn in 4n 

véira cette égalité I ^^'"4-^'» Hh?'" -+•?*" •+-..* i 



gs= ' ""\ ; donc ^ en divifint ces. deux pro* 
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progreffions géométriques Pune par Pautre , aînfi que 
leurs fommes y on aura •••••«.• 

.^..^«= illi:Lll-±iLlil,±lii-:^'.CQ.F.D. 



i» 



^ 1 •«+•1*1 4- l"'-hî» H- ••• •? m 

^^ L £ M M £ I L 

*20^.Trottver lafoutangente des courbes jrtpréfinties par 
m n 
T équation générale y = x . 

SOLUTION. 

Imaginons une fécante quelconque mMT^ terminée à pig. 34, 
Taxe en T, & foîent nommées les abfcifles AP^ x^ Ap, ^ 
î ; les ordonnées correfpondantes PM, jr ; pm, u. Il eft 
vifible que le rapport de FM à la foufécante PT , eft le 
même que ce^ de mR à MR ^ à caufe des triangles fem- 

bfables mKm, MPT. L'équatîon y 2= x donne 

m j» 

^ = *•, & par la même raîfon m = j» ; donc pm -i— - 
PM oumR=^?^'T-^'" & P/>ouMRs= j — .or; donc 

puî^PM':PT::mR:MR,onaura^=^4' 
divîfant le dénominateur de cette fraftion par ?, le nu- 

aérateur par ?« , & enfuîte multîplîam tout par j«~ , 

on aura pj^=z^ '^'x^ZZ.^jL,. Faîfant pour abréger 

■ 

i — 1 m 

îk=rî oû aura de nouveau £^._* xi;^^ y 
« PT ^ \i^t 

çé qui deviendra > par le Icmme précédent , {«^ 



jo6 Inthoductio* 

T ». ,. -^^^. • Suppofons préfente- 

ment que pm fc confonde avec PM j la fou-fécante de- 
vient la fou-tagente ; rabfcîfle AP (,x) = Ap (?) , & 

par conféquent | ou r= i. Mais le numérateur de la 

fraâion qui multiplie ^^ 9 eft une progreflion gëomér 
trique t dont le nombre des termes efïn. Scie dénomi- 
nateur de la même fraftion eft aufli une progreflion géo- 
métrique 9 dont le nombre des termes eu tn; donc > 
cette trayon fe réduira à un nombre n d'unités diviië par 
un autre nombre m d'unités, puifquets= i; donc» 

PT ~r^^iî^"^ puifquear = tî ,i^ =— J 
donc , en mettant à la place de * » fa valeur j^ > on aura 
p^ ou ^ = ^ ; d'oà Ton tire tout de|pté PT =ea 

Ce &Û LL AIRI L 

210. Donc> toaces les coufbei repréfeqtées pÉfee-* 

quaftion générale ^ == 3f feront quarrables;paifque 
dans toutes ces courbes la foutangente eil dans un rapport 
confiant avec Pabfcifle ; comme il è(î évident par Pé- 

qiiatîoii PT ans — 5 qui donne m: n : : PT : ;r. Dont , 
fuivant ce qu'on a vu, ( art. aoy & 206) la formule gé* 
nérale pour trouver Pefpace APAiZ*= m^^ ^^^ ^* 

n 

en mettant pour^ (a valeur Jf«^ APMZ h=;^»^ '" ^^ 
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« X " ; & de même la formule pour trouver la 
quadrature de, tous les compléments AQMZ, fera 

en Hïettant pour x fa valeur j?"* 

Corollaire IL 

211. Si l'on imagine que les abfcîffes AP, Ap croîf- 
&nt fuivanc la progreflion arhitmétique f- o^ r. 2:. 5. 
4^. ^. 69 &c. & que l'unité ou la différence de cette pro- 
grei&an 9 foit une grandeur infiniment petite ; comme 

2. 
chaque ordonnée y=^ x^, iltû évident qnr ces or- 
données ne font amre chofe que les termes de cettt 
même progreflîon > tous élevés à la même pui^fice ; 

dont l'expofàm eft - : ainfî la fomme de toutes les ordon- 
nées > ou la furâce de la courbe» fera la femmt de tous 

s » * • 

les termes de cette fuite o* , i" , 2*" » 3" > ainfi jufques à 

* 2. 

jr''=oo"', parce que l'on peut toujours fuppofer qu'une 

abfcifle finie AP^contrcnt une Infinité de parties infiniment 
petites. De même 9 fi l'on comte les abfcifies fur la ligne 
AQ j ou , ce qui revient au même , fi l'on imagine que 
les parties AQ > Ay, ou les ordonnées PM > pm leurs 
égales 5 croiflènt fuivant une progreflîon arithmétique 9 
telle que celle dont on vient de parler; comme chaque 

m 

abfcifie * = ;f* ^ il eft vifible que Jes lignes QM, qm 

feront les puiflances - désordonnées correfpondantes ; 

donc 9 la fomme des mêmes lignes QM , qm,ou la fur- 
face du complément AMQZ fera la fomme de tous les 
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termes de k fuite des nombres naturels élevés à la même 
puïfTance, dont Texpofant eft "**• 

Corollaire IIL 
H12. Donc, h quadrature des courbes reprefentées 

m n 

par réqiiatîon y=zx^ donne en même tems la fola-i 
tion de ce problême. Trower lafomme de toutes lespuif- 
fances femblables de tous les nombres pojîbles , depuis 

R-f-m 

t^o- jujrquesâVinfinii Scies formules— —» " , oir 

, « » > °ou» indiquent ce gu'il font feîre pour le. 

réfoudre. Voici à quoi Ce réduit le procédé. On augmen- 
tera à^une unité Vexpofant de lapuijfance donnée s &- par 
ee nouvel expofant^ Von divifera le dernier terme ou lé 
plus grand élément élevé à une puijfance marquée par ce, 
même expofant, ainjî augmenté de l'unité. Nous allons 
éclair.cir<:ed par quelques exemples. 

a 13. Soit propofé de trouver la fomme des puiffances 
fucceffives ^ de tous les nombres naturels, depuis zéro 
jufques à l'infini. Lafomme des premières puiffances,, 

fuivant la formule —-^^ ^ fera^oo» = ^coyoo, 
qui donne la furface du triangle qui eft auflî repréfenté 

' m n 

parFéquation^ ssnjff , & dont les élémens croiffent^ 
comme on le fçait , en progreflîon arhitmétîque 9 depuis 
le fommet jufquer à fa bafe^ Suivant la même formule >. 
les fommes des a*"", 3"*", 4.'"", j""' puiffances , &c. feront 
refpedtivementj oo^^ 00^ > 7 00^*7 00^. On trouveroît 
avec la même facilité la fomme de toutes les racines de» 
k même fuite de $ nombres naturels , eafaiftnt dans l'ex- 



|)ofant ^, w =1 & m fucceffivement égal à i, a,5,4,&c. 

& l'on auroit pour les fbmtnes de toutes les racines » 

a*", 3 •", 4""'^ &c. 7 00 s ^ 00 ',7 00 ^ ; ce feroît toujours 

ta même chofe quelque fut la fraâîofr- . Sur quoi Pou 

remarquera que toutes ces fommes auroîent pu être rc- 
prefèntées par des puîflances de x , en fuppofant que 
cette quantité x contient une infinité de parties égales; ^ 
ce qui auroit donné pour les fommes des racines 2"^', 

i'^MLc.\x\\x^ , \x^, &ainfidesautres» 

COROL L AI RB IV. 

314. Réciproquement toute quantité pouvant être 
Regardée comme la fomme de tous les termes des nom- 
bres naturels > tous élevés à une même puiOànce*; on 
pourra toujours trouver l'élément de cette quantité , en 
îuîvant l'inverfe du procédé qu'on vient d'établir , ce 
qui fi^ réduit à celui-ci. On multipliera la quantité propofée 
p^rfon expafant, & on lui en donnera un nouveau plus 
petit que le premier, d'une unité; la nouvelle exprejjîon 
fera Vêlement cherché. Ainfi, pour trouver l'élément des 

quantités 7 J^** 7 ^S 7 x^, - x% je les écris comme îl fuir», 

réduit iiXy X^,x^,--x j d'oà îl fuît que les quan- 
tités propofées , font les fommes de toutes les x poflî- . 
Mes, ou de tous les nombres poflîbles compris dans x, 
Se élevés à des puîffances marquées par les expofans i , 
a> j ,p- % &c. lefquels éléments peuvent avoir des 
coefficiens finis & déterminés , comme il arrive ici dani 

la formule générale ^x^"^'^. 
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S C H O L I E» 

21 f. Je pourroîspoulTer plus loin cette tbëorîe , qui 

' 'dans le fond ne diffère en rien du calcul différentiel Se 

intégral ; fi ce n'eft que dans ces calculs » on repréfente 

par une note la quantité infiniment petite , que je fuppolè 

ici égale à l'unité. Ceft ce que Nevrton a fait lui-même 

dans un petit ouvrage qui eft à la fin de fes principes , & 

dans lequel ce grand homme commence , comme nous 

avons fiiit ici 9 par la quadrature des courbes^ repréfèntées 
mu 

J)ar l'équation jf = jr j à laquelle il rapporte non-lèu- 
ement la quadrature des autte^ courbes , mais encore 
leur reâification ; & dont on pourroit également dé- 
duire la cubature des foHdes , & les centres de gravité. 
Cette partie pourra (èrvir de commentaire à cet Ou- 
vrage) à la tête duquel M.Nevton a mis lui-même 
Methodum ••••... &cr. brtviHr exfUcatam potiàs 
quûm accurratè demonjhratanu 

Problème IV# . . 

-. il 6* Trouver par le moyen des fuites la quadrature dt 

rig« î*» j^ parabole ordinaire. 

Solution. 
. On peut regarder la furface d'une portion de parabole 
APM > comme la fomme de toutes les ordonnées * pofV 

* SI Toa avoit quelque difficulté i concevoir une (lirface for- 
mée de lignes pofeesles unes auprès des autres ; parce que des 
lignef n'ayant point d'étendue (ùperficielie » ne peuvent en pro- 
duire aucune , en fi grand nombre qu'on les imagine; il n'y a 
qu'à fiippofer cette Hir^ice égale à la (bmme d'une infinité de 
petits reâangles APpm , dont les hauteurs (ont les diffifrentes 
ordonnées de la courbe « & ^ui ont tous une même bafe Pp $ qu» 
Ton fùppoiè une partie infiniment petite de AP (x) « & que Ton 
repréfente par l'unité* Mais!toas ces reâangles ayant une même 
bafe , font entr^eux comme les hauteurs qui (ont les. ordonnées ; 
donc y la (bmme de tous ces reâangles» ou la furfàce de la courbe» 
fera auffi comme la fomme de ces mêmes ordonnées ; 6c l'on 
voit par ce raifbnnement comment les deux méthodes revien- 
nent au même , quoique â parler exaâement « il n'y ait que 
2 dernière qui foit ineritahlement géométrique. 
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iSbIes , correfpondantç^ toutes les abfcîfles qui croif* 
fent felon la progreffiôn arhitmëqque 0,1,2^3, &c. 
dont la différence 9 qui eil Punité > fera une partie infini- 
ment petite de AP, Toutes les ordonnées étant entr'cUes, 
comme les racines quarrécs des abiciflès feront auili en-* 
truelles comme les racines quarrées des termes de la mê- 
me fuite ; & par conféquent la furface du fegment para- 
bolique 9 'ièra h fomme de tous les termes de cette fuite 

o*, 1*, :5t'a3*> fiçc. *'*rs:oo; Sommant cette fuite parla 

formule-— ;7- x ^ . en ftîfant m=i zSc rt=i. 

on aura h furface du fegment parabolique = y ar* =qp 

j ATjy , en mettant vi la place de x* qui lui eft égal. Et 
cette quadrature eftprécifément la même que nous avons 
déjà trouvée par une autre méthode (aru^i.) C. Q,. 
F.D. 

PkoblimbV. 
. 1117. Trowcr la furface d^une portion dUllipfe CBMP Fig« if. 
terminée par une partie CP de Vaxe ou d'un diamètre 
quelconwe , par Vaxe ou le diamètre CB conjugué au 
premier Tune portion BM de la courbe ,&* une ord(mné^ 
PM ; en comptant les abfcijfes du centre. / 

Solution. 
Nous concevons toujours la furfiice qu'il faut quarrer j 
comme remplie d'une infinité d'ordonnées » pofées les 
unes auprès des autres , Se dont les aUcifles croiffent 
fuivant la progreffiôn arithmétique o> x» 2> 3» 4» Sec. 
dont la différence , qui eft l'unité , eft une partie infini- 
ment petite de l'abfciffe CP. L'équation à l'ellipfe donne 

jy = — X aa — ata: , & partant y 91=9 -v aa — xxi 

je développe Pexpreflion V aa — xXySc j'en prends la 
racine fuîvant les règles ordinaires; ce qui me donne 
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cette fuite -infinie ^= -x V^****"~ii — Tâ^ "^ 
Î6? — TîÛ^ ^^' / •^^ ^^" attention que les coëflîcîeng 
de chaque terme de cette fuite a — ^^*— g^^ ^^^^ &c. 

étant confiants pour chaque ordonnée^; pour avoir la 
fomme de toutes les ordonnées poiSibles^ il faudra mul- 
tiplier chacun de ces co-efficients par la fomme de tour- 
tes les X poffibles élevées aux puiuances dont les expo- 
fans fonto^ 29^96 9 &c. & qui répondent à chacun de 

ces co-eflîcients. Maïs on fcaît par la formule — ^ 

X "* que les fommes de toutes ces puîflances font rcf- 
pedUvement, ^' T > 7 > 7 ^ &c.Donc la furfacede là 
portion elliptique CPMB fera répréfentéc par cette fuite 
tAT— 7-7 — — -T — 7; — f — g 5 &c. Cetteluk 

te fera d'autant plus convergente , & par conféquent 
donnera une approximation d'autant plus rapide, que x 
fera plus petit par rapport à a. Comme on n'a pu juP* 
qu'ici fommer cette fuite en termes finis , la qittdrature* 
abfohie de l'ellipfe ne peut aufli fe déterminer que par 
approximation. C. Q. F. T. 

Corollaire I. 

21 8. Si l'on fuppolè ;i^ = ^ , on aura la furface da 
quart d'ellîpfe = afr — . 1 ab-^-^rub — ^ab — 77^ 
flioutffcx(i— 7 — 7s— rÎT — rrrr >&c.)&quadru. 
plant le réfultat de cette fuite, on aura la furface en- 
tière de l'ellipfe. Si l'on fuppofe ^ = fc , comme cela ar- 
rive dans le cercle , la fuite aax (1 — 7-—^ * — 77^ > 
&c. ) donnera la qiladrature du cercle d'autant plus ap- 
prochée qu'on fommera un plus grand nombre de ter- 
mes de cette même fuite. ^ 

Corollaire 
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Corollaire IL 

2 ip. Les furfaces de deux ellîpfes font cntr'elles com- 
me les re(3:ang^les de leurs axes ; c'efl une fuite n^cef- 
faire de ce que chacune eft égale à ^b multiplié par la 
mêmefiiîte i — j — ^, &c. Il fuît encore de- là que 
fi l'on cherche une ligne c moyenne proportionnelle en- 
tre a & ^« la furface de rellipfe fera égale à celle du 
cercle fait fur cette ligné comme rayon ; ainfî qu'on 
on l'a déjsL démontra art. 1 1 o. 

Problème VL 

!i20. Trouver la furface £um portion d'hyperbole 
ACQM(fig.22)- 

Solution. 

Nous avons vu qu'en prenant les abfcîffes CQ fiir le 
(êcond axe 9 & les ordonnées QM parallèles au premier, 
on aQM*;CQ»-f-CB»::CA*:CB» ; donc fi l'on 
nomme CQ , x; QM , jr ; AC, « ; CB , A ; on aura^^ : 

KX -H bb : : aa : bb ; donc y = i ^^x -+- bb. Dévelop- 
pant l'expreffion radicale fuivant les règles de l'extrac- 
tion des racines quarrées, ontrope^ = ^ x ibx^^ 

les mêmes raifonnemens qu'on a fait au Problême pré- 
cédent & fommant chaque terme dç cette fuite, on aura 

la furface hyperbolique ACQM = ax ^ i -f-— .^--. 



X' 



4 ^€ ^^% yjfio 



, &c. ) qui fera d'au? 



tant plus convergente que x fera plus petit que b. C. Q« 
F.T. 

^ 
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Co KOLLAI&E L 

22 1 • Si Ton fuppofe * = fc , on aura dans ce cas Pair é 
hyperbolique ====<ïfcx(i-+-;-— ^^H^ÏTI^-TÏT; 

^- -|^ > &c. ) & fi rhyperbole eft équ^atère » ou ; 

ce qui revient au même 9 fi ^z==& > la fiirfkce hyperbolî* 
que ÂCBM fera égale au quarré aa multiplié par cette 
même fiiite; fiir quoi l'on remarquera que fi l'on corn* 

{)are une hyperbole quelconque avec l'hyperbole équî^^ 
atère qui auroit le fécond axe commun; les aires 
ACQM établies fur une abfciife commune» feront en*** 
tr'elles comme les axes inégaux. Donc la quadrature de 
l'hyperbole équilatère donneroit celle de toutes les au* 
cres hyperboles; comme la quadrature du cercle don« 
ceroit celle de toutes les ellipiës. 

Co&OLLAIKZ IL 

222. Si du reélangle CPMQ=s:i :ipf on 6te la fiirfac* 
ACQM on aura le dcmî-fegmcnt APM d'autant plus 
exaélement qu'on aura déterminé l'eipace ACQM avec 
plus de précifion. On trouvergit de même l'aire du (èc- 
teur CAM terminé par le diamètre CM,, le premier axe 
AC Se la courbe AMM ; en retranchant lé triangle CQM 
ou 7 xji de l'efpace ACQM, 

Projplehi: VII. 

.223. Trower lafurface camprife entre VhyperhoU Gr 
fon afymptou. • 

Solution. 

Oa peut concevoir cet efpace rempli d'une infinité 
Fîg. j 5> • de petits reftangles tels que BWL qui ont j:ous pour bafe 
une pa-rtie infiniment petite de l'afymptote & pour hau- 
teur l'ordonnée correfpondante BL. Tous ces reftangics 
ayant une. même bafe ^ leur fomme ou l'aire hyperboli« 
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^uè fera comme ia fomme de toutes les ordonnées. On 
■à vu («rf. 203 ) que Téquationaux afymptotes pour les 

hyperboles de tous les genres eux y =zc ^ ou en 

iaîfant cs= 1 ^y =s - , d'où l'on tîre^==.r » ;&pre- 
tiant la formule de Tartide 2X2 ^ la fomme de toutes les 
y , ou l'efpace afymptotîque fera égal à ^^ at "7" ==: 

^1^ ay. Sî l'oïi applique cette formule à l'hyperbole 

ordinaire en faîfànt m & n=i, on trouvera l'aire afymp-; 

torique =3— qui eft toujouréune grandeur infinie à eau- 

fe que le quotient de \ eft infini. C. Q. F. T. 

On verra ci- après quelie efl la nature de cet ejpace in^ 
fini ; & pourquoi il eft réellement infini. On fera voir 
laujji qu'elle eft T unité par rapport à laquelle il eft infinis 
car il faut bien prendre garde que V infini dont il s'agit 
ici^ ri eft quuri infini de rapport. 

PKOBLEMEVIlié 

224- Exprimer par une fuite algébrique Vefpace ABLK p. - 
compris entre une partit KL de Vkyperbole ^ unepartieJiB ** ^ * ' 
defon afymptote ér deux ordonnées quelconques AK^ BL 
Ûlamémeajymptote. - 

Solution. 

I^our trouver» un réfultàt différent du dernier, nous . ^^ 
prendrons fur l'une des alymptotes AC===a, &nous ^' ^"^ ^^' 
compterons l'origine des x au même point A , en faifant 
AB, AD=^:r. Par le même point A nous mènerons 
une droite AK parallèle à l'autre afymptote CR & nous 
ferons encore AK = c & les lignes comme BL 5 DM:» 
^. Ce qui donnera CB ou CD^a-^x. Donc puit*: 
que CBxBL, ou CDSçDM= CAx AK>on aura 

« '+'XXy=iac j ioncys=s:~- • je dîvîfe le nqmérti* 

Hij 
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teur de cette fraélion par le dénominateur 9 ce qui dont 

ex cjr* c** 

ne 7 = c — . -j -h-jr ^ — -^f &c j ou j = c x 

(** X X* ** ' \ 

j5 — 4 ■+■ ? — ^ * *^^* / 9^ ^^^^ d'autant plus . 

convergente que x fera plus petit par rapport à a. Prenant 
Ja fomme de tous ces termes 9 on trouvera l'efpace afy mp- 

wtîque ABLKou ADMK= c X ( J — ^H-^, - 

~7-+--^,&c. ) ou en faîfànt les lignes ÂC, AK 
égales ^ntr'elles & chacune égale à l'unité , on aura 
ABLKou ADMK=a:— ^H-î?— ^ -+.^, &c. 

* 3 4 5 

Si au lieu de prendre les AT vers F» on les prenoic 
vers C ; ou , ce qui revient au même > fi l'on cherchoit 
une efpace hyperbolique tel que AGHK; dans la (iiite 

ex 
€ — — hAc. trouvée pour la valeur de ^ il n'y a qu'à 

faire AT négatif, & l'on trouvera^ =c-+- — ^^ j^ 

-7 , âcc. Sommant chaque terme & fuppofànt toujours 

AC =i= AK= I , on trouvera AGHK == j; -f. - «l* 

— H — , &c. Donc la fuite générale* If -j^-H "7^^ 
&c. repréfentera les aires afymptotiques prifes de parc 
& d'autre de la droite AR. C. Q- F. T. Êr D. 

i COKO LL AIRE I. 

aajT. Suppotant toujours CA = AKs=:stf, fi l'on 

Srend une autre ligne CB=i & une autre abfcifle 
ip=î dont l'origine foît en B & dont l'ordonnée 
correfpondante DM foit nommée t; Féquation à Thy- 
perbole donne t -^ f x t = otf. Donc chaque ordonnée 

^ comprifc dans la partie LBTX &ra t s» j— ; ou en r4- 
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auîfant cette expreflîon ei\ fuite infinie t = -^ — 

— -!• -^ — -y^ , &c. Sommant cette fuite, on aura 
Tefpace LBDM ou LBFN & autres femfclables chacun 
= y — . ^^ ^~—^y &c. Si 1 on fuppofe 
encore cette fuite égale à la fuite précédente qui devient 

r .n X^ X^ X^ X^ _ 

cnfaifanttfrs-cjtfx — ^ ^-^- -h—,, Sec. 
ou , ce qui revient au même 5 fî Ion fuppofe Tefpace 
ÂBLKss LBDM on aura cette équation y— .-^ -+-» 

-7T-,&c.==tf:«f— 7- -i-r > &C. Comme ces deux 

fuîtes ont un même nombre de termes & que les îhdé- 
termîiiées s'y trouvent élevées aux mêmes puîflâncea 
dans les termes de, même rang, chaque terme de Pune 

ACLZ 

fera égal à chaque terme de l'autre j doncflx= -j- ou 

xz=:j; d'où Pon tire a:B: : x: f. De plus , les, quan- 
tités X &fc étant indéterminées, on peut fuppofer t == 
<i 4- a:; donc on aura; a: a^xiixi^j on CA( a): 
CB(a^x)::ABix):BDX^).T>onc CArCB:: 
CB — C A : CD — CB , puîfque AB = CB — C A 
& que BD = CD — CB ; d'où Ton tire , en efFaçani ce ' 
tïuî fe détruît,CA x CD=CB» ; donc CA : CB : : CB :. 
CD; donc les abfciffes CA , CB, CD dont les difFé^ 
rences AB , BD répondent aux efpaces égaux ABLK, 
LBDMi font en progreflîon géométrique. 

Corollaire IL 

±26. Donc fi l'on a une fuite d'abfcifles CA, CB > 
CD , CF en progreflîon géométrique les aires hyper- 
boliques ABLK,.BDML, MDFN établies fur les difr 

Hirj 
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fêrences des linêmes abfciffes feront toutes égales efitr^ti 
les. Donc les aires ABLK , ADMK , AFNK crbiffent 
en progreflîon arithmétique Iprfque les abfcifles CA ^ 
CB, CD, CF croîffent en progreflîon géométrique. 
Donc félon la définition des logarithmes , ces aires hy-* 
{}erboliques font les logarithmes des abfcifles correfpon? 
Gantes. Donc on peut calculer les logarithmes par le 
moyen des aires hyperboliques & réciproquement. 

Tout ceci eft une fuite de ce qu'on a aémontré danst 
le Corollaire premier. Comme cette théorie eft extrê- 
mement curieufè & d'un grand ufage dans les différentes; 
parties des mathématiques y nous ne pouvons nous em- 
pêcher d'entrer dans quelque détail que l'on ne fera pas, 
£iché de trouver ici ; ôc pour éclaircir encore davanta- 
ge cette matière , nous allons donner une nouvelle dét 
inonftratîon de cette propriété dans le ThéprèmjB fuir 
yant. 

Théorème V. 

•- j. iay. Si Von çl une fuite (Tabfcijfei C A , CB , CD , CP 
en progrejfîon géométrique: Je dis 1^. que leurs différences!: 
AB, BD , DF feront auffi en progrejfion géométrique ^ 
a?., que les aires hyperboliques ABLK , BDML , DFNA4 
établies fur les diférethces des mimes ahfciffesfont égdesm ? 

Démonstration, 

i^ Puîfqué H- CA : CB : CD : CF on aura CB -^ 
CA:CA::CD— CB:CB&CD— CB:Ca::CF— ï 
CD : CD. Donc puîfque CA , CB , CD font fupppfées 
en progreflîon géométrique , les différences CB — C A , 
CD — CB , CF —^ CD ou Amplement ÀB , BD , DF; 
y feront auflî. C. Q. F. i«. D. 

2^ Concevons que les différences AB , BD font par- 
tagées chacune en un même nombre de parties égales 
iB, iD & infiniment petites par rapport aux mêmes 
lignes; concevons de plus que les aires hyperboliques 
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AfiLK,BDML font composes de petites furfaces B^2L ; 
DdmM qui ont les lignes Bby Dd pour bafes & les or** 
données pour hauteur; tout fe réduit à prouver que ces 
élémens font égaux, puifque leur nombre eft fuppofé le 
même de part & d'autre. Cela pofé} on aura par la fup« 

SDfîtion. 
h : Dd : : AB : BD & par la i^^. partie daThéorème. 
..... AB:BD::CA:CB&à caufedelaprogre^ 
fion géométrique . . . C A : CB : : CB : CD ^ & parce 

queCDxDM=rCBxBL CB:CD::DM:BL. 

Donc puifque la fuite des rapports égaux n'a pas été 
interrompue 9 on aura Bb: Va : : DM : BL ; donc B^x 
BL =^ Dd xDM , ou BblL = DdmM. On démontre- 
roic de même l'égaBté de tous les autres élémens ; donc 
les aires hyperboliques font égales lorfqu'elles ont pour 
bafès les mffêrences d'iabfcifire& en progrei&on géométri^^ 
que. C Q. F. ;2^ D. 

Corollaire I. 

228. Par la nature de l'hyperbole lorique les abfcîC- 
jTes CA,CB, CDiCF font en progreffion géométrî* 
que les ordonnées correfpondantes AK , BL, DM , NFj^ 
forment auflî une progreflîon géométrique décroiilante; 
& de plus les rapports de ces mêmes ordonnées compa* 
xées à la première AK font auilî en progreflion géomé- 
trique croiirante;carfoit q le rapport de AK à BL; 
celui de AK à DM fera f*, celui de AK à NF fera q^; 
comme il eft évident par la nature des progreffions géo* 
métrîques;dortclesaîre$^hyperboIique$ABLK>ADMK, 
AFNK feront les logarithmes 5 non-feulement des abC^ 
ciffes CB , CD , CF , mais encore des ordonnées LB 9 
MD , NF^ & des rapports de la première ordonnée AK 
à ces n^mes ordonnées. 

Corollaire IL 
aap. Si Ton tufe par le centre C les diamet-res CKi 
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CL , CM, CN , &c. 11 eft vifible que les k6tems 6f3 
perboliques CLK, CML, CNM font égaux entr'eux 
& aux espaces correlpoïKlans ABLK , BDML , DFNM ; 
car fuppofaBC que le diamètre CL coupe l'ordonnée AK 
en P 5 il eil vifible que le triangle CPK efi égal au tra^ 
pefe APLB 9 puifqu'il n'y a qu'a ôter des triangles CAK9 
.CBL égaux par Ig nature de l'hyperbole y le triangk 
conomun CAr ; donc ajoutant départ à d'autre le trian- 
gle mixtiligne PLK, on aura le feâeur CLK=ABLK9. 
& ainfi des autres. Donc fi les aires hyperboliques AL , 
AM,. AN croiflent en progreilion arithmétique & font 
les logarithmes des abfcifle^ CB , CD , CF y ou des or. 

données BL , DM , FN ou des rapports ^ > gj^ , p^* 

les feéleurs hyperboliques CLK , CMK , CNK croî- 
tront aufG en progrellîon arithmétique > & (èront les lo'* 
garitbraes des mêmes quantités. 

CoROL.£rA:i R E IIL 

* 

2230,- Il fuît encore de-fâ que fi îes ordonnées AK , 
BL font proportionnelles aux ordonnées DM, FN, 
ou , ce qui revient au même , fi les abfcîflfes CA, CB ; 
CD, CF qui leur répondent font en proporrion,les aires 
afymptotiques ABLK , DFNM , ou les fcôeurs corref- 
pondans feront égaux entr'eux. C'eft une fuite néceflaire 
de ce que ces mêmes furfaces font entr'elles comme les ex- 
pofans des rapports des ordonnés AK, BL; DM, FN. 

C O R O JL JL A I R E I V. 

231. Suppofant toujous AC == AK= i , & rorîgî». 
ne des abfciffes en A ; fi l'on nomme AB , ou AG , x; 
CBfera i -+- jr, & CG fera i — x; donc puifque la fuite 

*— T "+- j —7 repréfente l'aire ABLK , & la fuite 
* -h 7 -H ^ H- - , Taire AGHK ; il s'enfuît que ces 
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Seux fuites repréfèntent les logarithmes des nombres 
^ -f-^r & I — ;!:• Aînfi la première repréfentera les 
logarithmes des nombres plus grands que Punité & la 
féconde ceux des nombres plus petits que Punite. De 
plus 9 parce que l'unité a toujouss zéro pour logarithme» 
dans l'hyperbole ; le logarithme d'une fraélion i ■— 4? 
fera néceffairement négatif : ainfi iî faudra changer les 
lignes de la deuxième fuite 3 en l'écrivant comme il fuit 

— X ^ — — —, &c. Ce qui eft encore évident, 

parce que les aires ABLK, AGHK étant de difFérens 
côtés de Forigine desabfcifles; fi l'une eft pofitîve^Pautre 
doit être négative. 

Corollaire V* 

2 5 2.Donc puîfque pour faire la dîvifion par les logarJ- 
thme? , il fuffit de retrancher le logarithme du divifeur 
de celui du dividende , ce qui donne le logarithme in 

quotient ; il s'enfuît que fi de la fuite ^ — 7 H* r » &c. 

** jfj 
logarîthn^ dci'+'X, on ôte celle-ci — •*'-~ 7 ~" T 

&c. logarithme dé I — Xy on aura le refte 2x •+■ 

— -+- — • H — r-, quifera le logarithme de j;;^; oc par 

conféquent, cette même fuite fera le logarithme du nom- 
bre entier ou fraâiionaire repréfenté par cette même 

quantité 73^^- 

Corollaire VI/ 

' 1 I X 

533. SMe quotient de ^ZT c^ donné &fuppofé égal 

M 

à la fraélion j^ qui devient un entier lorfque N = i ; 
il fera facile d'avoir la valeur de x qui donne cette frac- 



rion. On fuppofcra jj ae= ^ZTi * ^'^^ ^'^^ ^^ aîlemcrt 
9t rss -g-fj^. DoQc fi l'on nomme L le logarithme de 

la quantité jj , on auraL ana 2;r -4- — '+""7'> *^- ^ 

mettant pour « dans cette équation ùl valeur trouvée ci- 
defifus en M & en N que Ton (uppofe connues ; on aura 

le logarithme L de |f » d'iautant plus exaâemént qu'on^ 

prendra un plus grand nombre de termes de cette fuite 
qui fera toujours convergente; d'où l'on tire une rè- 
gle générale pour calculer les logarithmes des nombres 
fractionnaires ou entiers : car tout nombre entier eft 
égal à une fraâion dont le numérateur feroit égal à ce^ 
nombre 6c dont le dénominateur eft l'unitéc 

JSitgle ginêrate four trouver les logarithmes hyfer^- 
bolxfjues de toutes fortes de nombres ^ 

r 

'^54. Si le nombre dont on demande le logarithme 
*eR un entier , Tayant réduit en une fraélîon dont le dé* 
nomînateur foît l'unité / dans tous les cas , on àmftra, 
la différence du numérateur aur dénominateur parla Jbm^ 
me aes mimes termes. On prendra toutes les pmjfances im^- 
paires de ce quotient dii/iféespar leurs expofants. Le doubh 
de leur femme fera le logarithme hyperhoUque demandé. 

£ X E M p L X. 

255*. On demandé le logarithme; du nombre 2; ou 
4e la fraéHon 7 je , fais M= 2 , N= i ; donc x oa 
M— N * 

jçjpj^jj == j. Subftituant à la place de * & de fes puif- 

fànces cette même grandeur y & fes puifTances fembla* 
blcs dans la fuite 2^ Hh -f HhT ^ ^^ 5 ^^ ^^^^ '^ ^* 
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Ifatrthmc hyperbolique de 2 ; ce quîfe pratique comme 
il fuit pai: ^ flapyen des décimales,, 

j — ^ — ix O' 03703703 = o, oi234j'57^ 
£ j^ l 

s 5>X5 JX O, 00411^223=0, 00082304;. 

«^ ïl _ I 

7 — 5^x7 — ;^o^ 00045724=0, oooo5y32. 

£ xj^ \ i 

9 9X9 7^ o > ooooyoSo = o , ooooor54* 

»" x^ • 

u ^^ 51x71 ^^^ Tï^ o * 00000554 = o , 0000005 !•. 



Somme des quotients o, 345573^1^ 
dont le. double . • . . . .. . / . •. * . o, 6513 14702» 

jeft le logarithme hyperbolique de 2r. 

S c H 61, 1 E.. 

Sl^6.Si Ton compare le nombre o,(fp3 14702 qu\)n 
Vient de trouver pour le logarithme de 2 avec le logarith- 
me 0,3 0103000 du même nombre pfis dans les tables; 
on verra aifément que ces logarithmes appartiennent 
néceffaîrement à dîfférens fyftêmcs; mais lorfqu'on a' le 
logarithme hyperbolique a*un nombre, il eft fort aîfé 
de trouver par fon moyen le logarithme tabulaire du 
même nombre par une fîmple proportion ; & c'eft mê- 
me un des grands avantages des logarithmes hyperbo-^ 
liques. Voici comment cehi fe pratique. Soit L le lo- 
garithme hyperbolique d*un nombre dont on demande 
le logarithme tabulaire. On içaît que dans le fyftême 
ordinaire le logarithme de 10 eft 1,00000000; d*ail- 
leurs on a calculé par une méthode à peu près fembla- 
ble à celle qu'on vient de voir ci-deiTus le logarithme 
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hyperbolique de lO que l'on a trouvé s^JO^j-SfO^ 
Auifî a n'y a qu'à faire cette proponion 2,302 jSjopz 

. L X 1 9 00000000 

1,00000000 : : L : x= — 17^0458509 * ^^ quatrième 

terme (èra le logarithme tabulaire du nombre donné* 
Pour abréger encore l'opération, on a cherché le quotient 
de ces deux nombres; fi l'on fe donne la peine de faire 
le calcul , on trouvera le quotient = 0,43425,448 j 
donc pour avoir le logarithme tabulaire d'un nombre 
tjuelconque , il fufEra de multiplier fon logarithme hy- 
perbolique par ce même nombre 0,4342^448 que les 
géomètres ont appelle le module des logarithmes hy- 
perboliques; aînfi> par exemple, fi l'on ^multiplie le 
nombre 0,69314702 logarithme hyperbolique de z 
par le module , on trouvera le logarithme tabulaire du 
même nombre égal à o , 3 010299246144496, ou en ne 
prenant que les huit premiers chiâfres 0,30103000, par- 
' ^ 3!^^ 99^^ ' ^^* valent à peu près une unité» 

Tout ce qu'on vient de voir dans le Scholie précédent 
eft uniquement appuyé fur ce que les logarithmes des 
mêmes nombres dans difiërentes hyperboles , ou ce qui 
revient au même , les trapèzes ou feâeurs hyperboliques 
correfpondans à des ordonnées proportionnelles % fonc 
toujours dans un rappon confiant. Quoiqu'il foit très-> 
iifé de fe convaincre de cette vérité , nous allons néan- 
moins-la démontrer dans le Théorème fuivant , pour ne 
rien laifler à défîrer fur cette théorie des logarithmes. 

Theokeme Vf. 

Fj?- ;^. 237. Soient deux hyperboles quelconques AM, DN 
* 3 7» décrites entre leurs ajymptotes ; C A & AB , les demi-axes 
de la première , CD Êr DF les demi- axes de la féconde; 
Jî Von prend fur une afymptote.de chaque hyperbole des 
dbfcijfes CG , CP , CL, CQ proportionnelles entr elles ; 
je dis, I ®. que les ordonnées G A , PM s DL * QN menées 
par les extrémités de ces abfcijjes parallèlement à Vautre 
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^ymptote feront aujjî en proportion; 2"". Que ks cures hy^ 
perboliques AGPM, DLQN comprifes entre les mêmes or-^ 
formées feront ehtr' elles comme les reSangles des axes,^ 
m comme les puijfmces AGCH, DLCK des mîmes hy- 
perboleSé 

D É M O N s T R A T I O K* 

1^ Par hypotèfe CG; CP : : CL: CQ ; maïs par la 
nature de chaque hyperbole CG ; CP : : PM : GA & 
CL;CQ::QN;DL;donc PM:GA:: QN:DL. a 

Donc fi Ton fait les côtés CG ou GA de la puîf- 
fance AGCH = m & les côtés CL , DL de l'autre 
puMTance DLCK=n; CP=^, PM=jf; LQ=u 
& QN = ? j on aura m : m^+^xiin: n^ui d'où To» 



tireu=— • 



s*. Par les extrémités G, L des droites AG, DV 
foîent menées les per*pendiculaîres GR , LS aux afymp- 
totes CH & CR; il eft vîfible que dans chaque hyper^ 
bole les èifpaces AGPM, DL(^N compris entre les or- 
données obliques AG , PM ; DL , QN font aux efpaces 
qui auroîent les mêmes bafes Se les mêmes ordonnées , 
mais perpendiculaires à ces mêmes bafes > comme h 
finus total , eft au finus d'înclînaîfon des afymptotes ; 
c'eft-à-dîre , dans la première hyperbole , comme CG : 
GR &dans la féconde comme CL: LS; donc pour 
avoir ces mêmes fiirfaces, il nV a qu'à chercher l'aire 
de ces trapefes comme fi les ordonnées étoient perpen- 
diculaires aux afy|nptotes &les multiplier enfuite par les 

rapport ^q > ^t î*^'^ P°^ ^^ '^ proportion CG : CP ; : 



mm 



PM : AG ou m : m'+'x:: y: m on tire y ==:= ou 

mm. X j^^* Réduifant cette fraélîon en fuite infinie on 
trouve^ =ni7n X (*^—^-t-^;-*~. Sec) 
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J)otic en(bmmant chaque terme de cette fuite if comiîïë 

RG 
à l'art. 22^. ) on aura raîrc AGPM ifi= ^ x mm on 

Pareillement à caufè de la proportion GL:CQ: : 
QN:DLoun:n-4-M:: j:n,onat=^;T:;; = nn x 
•j-rj ; réduîfànt la firadtion en fuite infinie, on trouve 

LS 
chaque tçrme on trouvera laîre DLQN == g^ x «« ou 

LS.xnx^— -^^-H^^ — ;^,&c. ; qui de^. 
Vient I^x nx(^ ~^, +jji -.;j^,, &c. ) eu 

mettant pour u fa valeur ~k 

Donc puifque ces deux fuîtes font les mêmes , on 
aura AGPM: DLQN::RGxmî LS xw;mai* on a 
RGxm= AGCH & LSx n =s DLCK; donc les 
aires hyperboliques AGPM , DLQN comprifes entre 
les ordonnées^ proportionnelles i font entr'elles comme 
les puiffances des hyperboles auxquelles elles appar-^ 
tiennent, &par conféquent aufli comme les rectangles 
des axes de ces mêmes hyperboles. C Q. F.^2®. D. 

COKOLLAIKE. L 

238. Donc fi l'on nomitie àt^h *es demi-axes d'une 
hyperbole , c & i les demi-axes d'une autre hyperbole ; 
les aires hyperboliques comprifes efttre des, ordonnées 
proportionnelles , ou ce qui revient au même , les loga- 
rithmes du même nombre exprimé par le rapport de ces 
ordonnées ou desabfciflès correfpondantes, feront entr'- 
cux comme les reâangles ab éccd^ ou encore comme 
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}e^ parallélogrammes formés fur deux diamètres cofîjus 
gués quelconques» puifque tous ces parallélogrammes 
font égaux aux reâangles des axes ( art. i jS* )• 

Corollaire IL 

239% Sîles hyperboles que Ton compare oht uh ate 
commun 9 les logarithmes des mêmes nombres feront 
entr'eux comme les axes inégaux ou non-communs. Si 
les axes de l'une font réciproques aux axes de Tautrd 
les logarithmes des mêmes nombres feront égaux à caufe 
que pour lors ab=^cd. Si les hyperboles font fembla* 
blés , ou» ce qui revient au même , fi ces courbes fonc 
décrites dans un même angle- d'afymptotes; les loga* 
rithmes des mêmes nombres feront entr'eux comme les 
^uarrés des axes ou des diamètres homologues» 

Corollaire II L 

240. Donc lapuiifance d'une hyperbole ou te reébti-* 
gle de lès axes eu toujours la mefure qui détermine la 
grandeur des logarithmes correfpondants aux di£^rens 
nombres exprimés par les rapports des ordonnées ; & 
le module d'un fyftême de logarithmes n'efl autre chofe 
que cette même puiifance convenable à l'hyperbole qui 
donne ce même fyftême. 

CORO L L AI RE IV. 

2f i« Donc fi l'on a le logarithme d'un nombre quel-^ 
conque dans une hyperbole dont les axes ou la puiifan- 
ce font donnés ; & qu'on demande le logarithrne du 
Blême nombre dans une autre hyperbole dont les axes 
ou la puiflfance font aulli donnés , il n'y aura qu^à faire 
cette proportion; la pidjfance donnée de la première hy" 
perbole efi à lapuijfance de lafecondetComme le logarithme 
donné efi au logarithme cherché. 
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CorolairbV. 

242. Réciproquement connoiffant les logarithme^ 
cTun même nombre dans deux hyperboles di^rentes > 
on trouvera toujours les puîflances de ces hyperboles 
par cette proportion ; le logarithme de Phyperbole dont 
on a lapuijfance , eft au logarithme du mime nombre dans 
l'hyperbole dont on cherche la puiffance; comme la puif- 
fance donnée efi à lapuijfance cherchée. Par exemple » 
pour avoir la puiflance de l'hyperbole qui donne les lo* 
garichmes des tables ; on fuppofèra la puiiTance d'une 
hyperbole quelconque == i , 00000000 & Ton cher- 
chera dans cette hyperbole le logarithme d'un nombre 
quelconque comme celui du nombre 2 9 que l'on a trou* 
vé ( art. 2^ y. ) être égal à o, ^^3 14.702 : on cherchera 
enfuite le logarithme du même nombre dans les tables, 
qui eft O, 30i02p5)2 & l'on fera cette proportion o, 
60J 14702 : o>30i02pp2 :: i,oooooooo;o,4.3 425^448, 
^ui eft le module ou la puiflance de l'hyperbole par le 
moyen de laquelle on peut conftruire les logarithmes 
des tables ; ainfi l'on doit auflî regarder ces logarithmes 
comme des logarithmes hyperboliques ; & même il fe- 
roit ridicule de diftinguer les logarithmes des tables , 
des logarithmes hyperboliques ; à moins .que l'on ne 
reftraigne le nom de logarithmes hyperboliques à une 
certaine efpéce de logarithmes calcules par un fyftême 
particulier comme ont fait certains Auteurs. 

COROLLAIRB VL 

Fig, j5. 243 • Donc la furface d'un trapefe hyperbolique quel- 
conque tel que AGPM, ou le logarithme du rapport 
des ordonnées AG > PM qui le terminent eft à la puif- 
fance de l'hyperbole comme4342p448eft à 1 00000000; 
d'oà il eft aifë de trouver la furface de ce trapefe par le 
moyen d'une table des logarithmes» comme on va le 
voir dans le Problême fuivant* 

Problème IX. 
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Peobl;sme IX. 

244. Connoijfant le rapport des ordonnées AG, PM qid Fig. jdr 
terminent un trapefe hyperbolique quelconque trouver la 
furface de ce trapefe, par le moyen d^une taUedgs loga* 
ritkmes. 

Solution. 

Puîfque l'hyperbole AM eft donnée, fa puîfiTance eft 
aufli donnée.; on la fiippofera de loooooooo; enfuité 
on cherchera les logarithmes de chaque ordonnée AG» 
PM , dont on prendra la difierence > qui fera le loga- 

rithme du rapport p^^ de ces ordonnées»& Ton fera cette 

proportîon543 4294.48 e/îi la différence des logarithmes 
des ordonnées AQ » PM ; comme 1 00000000 eft à la 
furface tomprife entre les mêmes ordonnées. C. Q. F. T. 

N. B. Il faut bien remarquer que fi l'on regarde le 
module 4342 , &c. comme un nombre entier, la diffé- 
rence des logarithmes trouvés, doitauflî être regardée 
comme un entier, 

£ X E M P E s. 

, 5t4;*.Suppo{bns que les ordonnées AG,PM. font entr'* 
elles comme 36 eft à y. Les logarithmes de ces nombres* 
fon.t i;5-j6302yo & 0,55897000 dont la différence 
regardée comme nombre entier fera 8^7332^0; o» 
fera donc cette proportion 43429448: 857332^0 : ; 
loooooooo : AGPM que Ton trouvera de 15^740810 
parties égale à celle de la puiffance. 

M. Huyghens eft le premier qui ait donné cette qua- 
drature de Phyperbolc ; elle fe trouve dans fon Traité 
de Horologio Ofcillatorio , avec cette diflfërence que 
PAutcur réfoud ce Problême en cherchant le logarithme 
de rairc AGPM. Il eft plus commode de le réfoudre 
comme nous venons de faire , à moins que l'on n'ait/ies 
grandes tables de logarithmes. 

1 
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Réflexions fur la nature de fefpace infini comprit 
emrè f hyperbole & [on àfymptotek 

p. 24^* Nott^ «vous défâonti'é («rr, 225-. ) que fi les 

*' * abfcilfes CA^CB,CD, CF croîffent en progrèflion 
géométrique y les diâ^retkres de ces mêmes abrcilTes 
croiflèntaufli en pFOgreflion gédmétriquCj tandis que les 
, ordonnées <^i leur répondent diminuent dans la même 
raifon. Cela pofe> fï Ton conçoit que Taire comprife 
entre Phyperbole & fon afymptote eft compofee de fur- 
fiices finies telles que ABLK , BDML , &c. correfpon- 
daittes aax c^âëreiktes d'abrciffes ef) progreffioh géomé- 
triques > toutes ces fmrfaces feront égales entr'elles ( art. 
St2f )• De plus> û l'on imagine une dernière ordonnée 
infniimerit petite par rapport à la première ÂK, il fau^ 
dra pour y arriver une infinité de termes dans la pro- 
greffion géométrique; donc il y aura une. infinité de dif- 
fisrences &par conféquent une infinité de fur^cês finies 
égales à une furface telle que ABLK ; en forte que la der- 
nière même eft égale à la première xar pour avoir chacu- 
ne de ces furfaces , il faut néceflaîrement avoir égard 
à leurs dmiênfions qui font leurs baies & leurs hauteurs ; 
mais il eft évident que fi Fordonnée du dernier trapefe 
kyperbûUqite eft infiniment petite par rapport à Por? 
éonoér BL dip premier trapefe ABLK ; auffi la dernière 
diftëremce dei^ abfciifes , oti hrbafe de ce dernier trapefe 
fera infininient plus grande que la première diffîrence 
AB; donc cette furface extrême eft encore une quantî*- 
i^fime«DoitcFe^aice entier compris entre l'hyperbole 
&^ ion afymptôte eft înfinf. Quand à l'unité par rapport 
- * à laquem cette furface eft infinie , il eft aifé de voir 
mi'elîe eft d'abord* arbitraire , & qu'aînfi on peut prfen- 
ure ABLK pour repréfenier cfette unité ; mais fi-au- 
lieu de la forface ABLK on prenoit le trapefe ADMK 
douDie du premier ; alors le quotient auffi infini qui 
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marqueroit combien de fois l'aire bypçrholiquc contîcn- 
droît cette féconde furfac^ lie fproft que la moitié du 
premier quotient infin} qui, HiatquQit combien de fois 
l'aire ABLK étoit contenue dans reip^cfiafyooptotîque. 
Or , on peut concevoir yn iufini quifoit à uij autre dan^ 
un rapport donné (i Fon *feit. attentÎQa que da,ns deux 
lignes données quïaiit iin rapport finî entr^elles, on peut 
imaginer un égal nofiabre iiîfim de parues Ôccçs infinis fe- 
ront entr'euxdans la même raifon que ïe§ ligne.? données^ 

C O K O L L À I R l I; , : 

^47. Tousles raîfonneaie«5 que i^ous Veiidcç. défaire 
pour démontrer quç Ifeljpaçe afymptDtiquc: eft infini ^ 
font uniquement appuyés fur jcé que. lea jQifdoniaées dî-; 
mînuent préciféroent dans U même raifon que le$ abf-- 
cîfles ou leur diflTércttcc^ augpqententf^^Qb pçut déduire 
de-là une rçgle générale pour connfutre fi une fuite 
d^une infinité de termei doit avoir une femme finie ouj 
înÇnîe. Pour cela il, faut çf^fidérer àans çhaqm urmt^ 
deux dimenjîons ; Ji Vum dçs dimmjîons augmente cQtWk 
me Pautn diminua,. Isfomme dç tous les tcrnus fera^ né" 
çejfairement infinie. Si Vune des dimmjîons augmmtt, 
-moins que Vautre m di^i^^^J w^* ^^ î"^ revientau mémeji 
Vune des dimenjîons ay^mente plus que Vautre n: diminue,^ 
en ptendnt dans ce dernier cas la fuite dans un ordre ren-k 
^/erféaon arrivera néceffairement à un termç qui fera ?er(?,&* 
par conféquent la fuite fera une quantité finie. Faute dfa- 
voir fait attention à l'identité de ces deux derniers cas % 
M. ÏValUsz regardé cet efpace comme plus qu'infini 
lorfqae Tune des dimenfifons augmente plus, qjue l'autre 
ne diminue ; & d'autres Géomètres ont fait la même 
faute après lui: feulemeint U faut remarquer que dans ce 
dernier cas , la fuite vient iQu$ une forme négajtîve j mais 
elle eft toujours finie. Au. xefte^ce principe n'eft pas 
feulement applicable auxfurfaces descourbes> mais en- 
core aux folides formés parleurs révolutions. 
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CoaollaireII. 

248, On démontre que fi Pefpace infini âfymptotî- 
que CRSLXT tourne autour de l'afymprote CT , î! 
engendrera dans cette l'otation un fotidc fini double d'un 
cylînd,re qui auroît pour bafe le cercle fait fiir CR , Se 
RS pour hauteur ; ce qui paroît d'abord fort fiirprenant. 
Comment un efpace fini peut-il être engendré par la 
révolution d'un efpace infini? Cet infini générateur chan- 
geroit-il de nature parla révolution f Cela n^eft pas con- 
cevable. Quelques perfonnes même feroient tentées de 
croire que Fefpace générateur n'eft pas infini.. Mais ce 
feroit une erreur bien grofliere) caria même raifon qui 
fait que l'efpace afymptorique eft infini veut auffi que 
le foîîde engendré par la révolution de cet efpace in- 
fini, foit une grandeur finie; & l'on voit ici une heu^ 
reufè application du principe expofë dans le Corollaire 
précédent. Les efpaces égaux ABLK , BDML forment 
en tournant autour de Talymptote CT une fiiîte dq To- 
lides dans lefquels il faut confidérer les bafes & les hàu- 
feurs. Les bafes de ces folides diminuent comme les 
quarrésdes ordonnées AK, BL^&c. c'eft-à-dire, com- 
me les quarrés des termes d'une ptogreflîon géométri- 
que d'écroiflante à l'infini , tandis que les hauteurs ou 
les différences AB , BD , DF croiffent comme tes termes 
d'une progreflîon géométrique croiffante à l'infini; donc 
le dernier folide fera néceifaîrement zéro. Donc la fuite 
doit être finie. Donc l'efpace infini aiymptotique doit 
engendrer un folide fini. 

24P .Pour ne rien laifler ^ défirèr fur le dernier Co- 
rollaire 9 nous allons chercher la folidité du corps formé 
par la révolution de l'efpace afymptotîque autour de l'a- 
fymptote CT. Par le point H foit menée une droite HQ 
parallèle à l'afymptote CT & par le point h une droite 
hq infiniment proche de la première. On peut imaginer 
que le 'folide eft compofé d'une infinité d'anneaux for- 
més par 1^ révolution d'un petit trapefe tel que QqhH^ 
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Comme tous ces anneaux ont une même bafe, îls feront . 

entr'eux comme les furfaces cylindriques engendrées \ 

Sar la révolution de QH autour de CT. Donc lafomme ^ 

e tous ces petits corps fera comme la fomme de toutes 
cesfurfac£s. Cela pofé, foit £siic CR==:a> RS=^9 
CQ == ;r , QH =^î foit c la circonférence décrite par 

le rayon CR ; on aura aiciixï— égale à la circonfé- 
rence décrite du rayon CQ. Donc — fera la furface dé- 
crite par la révolution de QH ; mais à caufe de l'équa- 

, *' «^ t cxy cabx , 

çion Jty =5 ab , on aura^= — ; donc — = — ^sLcbx^; 

dont la* fomme =ctx, ou en faîfant jf =:a, le folide 
engendré par l'efpace afymptotique= oie. D'où il fuit 
évidemment que ce folide eft double d'un cylindre qui 
auroit pour bafe le cercle fait fur CR & RS pour hau- 
teun On trouveroitpar les mêmes principes que fi le mê- 
me efpace CRSLXT tourne autour de l'afymptote CR 9 
il engendrera un folide infini par rapport au folide forihé 
par la révolution du même eipace autour de l'afymptote 
CT. 



Des Seâiions Coniques fimhlables. 

DÉFINITIONS. Fîg- 38, 

EUX SeÔîons Coniques Cont femblables lorfque 
les axes Aa^Bb, de l'une font proportionels aux axes Dd, 
F/del'atttre, 

C O R p t L A I R B L 

2 y T . Donc elles feront aufli fqmblables fî tes dîflanceg 
d'un foyer au centre & aux extrémités de l'axe font pro- 
portionnelles; car cette ptoportîonnalité emporte né- 
ceflFairement celle des axés ; d'où il fuît évidemment que 
toutes tes paraboles feront des figures femblables, puif^ 
que les diflanccs du foyer au fommet & au centre font 



ij^ Introductiok 

toujours comme une quantité fime à une grandeur infime;^ 

COKOLLAIKB IL 

!2jr2. Donc toutes les bypeH>oles femblables auront 
les.mêmes afymptotes 9 fi eUes ont un centre & un ax& 
commun: & réciproquement» fi deux hyperboles font 
comprifês dans des afymptotes qui fâflent un même 
angle > elles feront femblables. Tout ced eft une fuite de 
la Définition précédente & de b Defcription des afymp-t 
cotes. 

COKOLLAIKE III. 

2^5* Çonc toutes les lignes qui feront avec les axes 
des SeâioAs Coniques femblables des angles égaux» 
comme les djametres conjugués correfpondans , ks tan- 
gentes ou les lecantes homologues feront des lignes pro-^ 
portionneHeSj & les fu.rfaces comprifes entre des por-i 
dons, femblables de courbes femblables , Se des lignes 
homologues feront encr'elles comme les quarrésdes Ur. 
gnestir^sde la même manière dans chaque courbe. 

Fîg. ;8» T H E O K H M E. 

S9* « 40» ^^^ Spiept deux SeSions Coniques femblables concta^ 
' triques Êr dont les axes foient places fur les mêmes lignes^ 
ayant tiré un diamètre quelconque CD A ou C Ai3 qui 
coupe la courbe intérieure en D j, Gr mené par ce point une 
tangente DL à cette même courbe terminée à Vautre en L ; 
fi par un point queconqne M on tire une droite MÔPN ter- 
miner de part Gr d'autre à la courbe extérieure & parai* 
lele à la tangente en D , je dis que F on aura peur toute Sec» 
tion Conique MO xON cas Dl7. 

DÉMONiSTllATIONi ' 

. 2^y. Soient a Sc.p le diamètre CA & (on p^r^metrei 
^ &c ^ le diamètre correspondant CD & fbn paramètre. 
Il efl vifibic que les lignes MN, Oo feront des doubles, 
ordonnées aux diamètres CA Se CP qui ks divifenc 
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chacune en deuxégalement ; doncon auraPM* : jhCA* 
5CP» : :p : aicPÔ* : ± CD* + CP* : : v : -; donc puîf- 
que les Seékioris Coniques femblables donnent/?:^;: 
Jr^» , on.aura PM* : ± CÀ* ^^ CP» : ç^O* ; ±^P''^: 
CP»î donc ûktmanio & Myid^nio PM* — PO* oa 
M0xON:Plvr»::l:CA»:?œ»^CÀ;;jPœ^ 
caufe^des ordonnées DL , PM, ± CA» IJI CD* •: H: ÇA* 
ÏCP* : : DL* : PM* ; doncJVlO x ON : PM* : : DL* : 

PM* ; donc MO x ON = DL*. C. Q. F. D. 

N. B. Il faut remarquer que cette proportion ne (èra 
vraie dans la parabole, qu'autant que la ligne AD fera 
celle qu'on doit trouver lorfque les paraboles feront 
difpofees comme elles doivent l'être pour avoir un centre 
cc?mmun. Dans tout autre cas on trouvera MO xON== 

APxp — PDxtt qui devient DL* lorfque les para- 
mètres p ScjF font égaux. On peut déduire- de-là des vé- 
rités bien neuves & bien intérefltntes fur les rapports des 
diffîrens infinis d'un même ordi^e* 

Corollaire L 

iyji Soit encore menée par le même point O une 
droite ROS parallèle à une tangente GK à la courbe 
intérieure; on démontrera de même que ROxOS = 
QK*; doitd ofi aura MOxÔN : RO xOS:: DL* ; GK* 
d'où il fuit que fi deux droites quelconques RS , MN fè 
coupent ait- dedans d'une feâian conique quelconque,le^ 
teâangles des fègments foiit toujours efl raifon confiant 
te ; ce qui fe prouvcroit auflî aifément pour les fçtanteà 
extérieures. 

Corollaire IL 

2Ç(Ç. Il fuit encore delà que Jes Serions Coniques 
femblables concentriques dont les axes feront fiir une 
même droite, feront auflî des courbes afymptotes, les 
unes par rapport aux autres ; c'eft-à-dire, qu'elles s'ap- 
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1>rocherofit à l'infini fans jamais pouvoir Je rencontrer » 
orfqu'elles auront deux branches infinies , comme la pa- 
rabole & l'hyperbole ; d'où il fuit encore que cette der- 
nière courbe doit s'approcher à l'infini de fes afymp- 
toteSj puifque ces deux lignes font la limite de toutes les 
hyperboles femblables qu'on peut décrire dans un mê- 
me angle 1 & par conféx)uent doivent avoir les proprîé*: 
tés des hyperboles femblables. 

S c H o L I H. 
Ce Théorème eft un des plus beaux qu'on puîfle don- 
ner fur les Seétions Coniques > & l'on peut en déduire 
aifément toutes les conftruéMons qu'a données M. New'^ 
ton pour réfoudre le Problême de Pappus , lorfque la 
courbe eft une Seftion Conique. On pourroit en faire 
ufage pareillement lorfqu'il s'agit de faire pafier upe 
Seélion Conique par plufîeurs points donnés dans cer- 
taines conditions. Les bornes de cet Ouvrage ne nous 
permettent pas de nous étendre d'avantage : ceux qui 
voudront entrer dans un plus grand détail pourront 
confulter le Traité que j'ai donné il y a quelques années 
fur les mêmes courbes. 



ERRATA. 

)AGE 9* lig* p. de difcuter les courbes , Itfiz^ de difoitet 
les propriétés des courbes. Page 29. ligne 6. au lieu de 

ex - ex - • " 

— '7>^^y^«»-i-'7. Page 7^»ligfte 1 1. on zursL FD :FL j lifez ^ 
on aura FL : FD. Ihid. ar$.'i6$. mu lieu de comiqu e ^ ttfe z > co- 
jiique. Page 8 j, $out au b^s ^ [au lieu de 4±** & de 4-f-;r* , qui 
font les déno minat eurs det deux frayions quon trouve dans cette 
ligne t lifez^a^.x^ ; & au dernier terme du numérateur de lafe^ 
tonde fraâiion , au lieu de -j- a^x^ , lifez , ^T «***. Pa^e P4» H" 
gne I ç. au lieu de ^fffy lifiz , ^ pp. Page 103. Corollane IL li' 
gne 4. pas moins complc^te , Itfez , n'en fera pas moins une qua- 
drature abfolue. Lifez le comniencement de la pkrafe diaprés com^ 
me il fuit % TdXïÇi Ton peut diflinguer en générai crois fortes de 
quadratures algébriques des courbes par rapport aux quadratu- 
res numériques que Ton veut en déduiret 
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'jflLrt. yp. Ve fdUpfe ^ & 1 1 8, it V^j^trhoU ^ on trow4 
nra vers It ndlku ^tcka^ liémoi^l^ion ^ &Hfmt en- 
core iln^ comfof^tndo & un diyidenda pour chaicunç ; ce 
mi ferait trcire que ces deux thangemens am Uèu à la fois 
mr chaque pr^pamomi U fard plus tpcûS de mettre failant \ 
tRcore un eamponendojf o\\v h Jfrt9f^ 
^t la ^conde , icc^ | 

A#t. 7e. De VeUipfi vers hijbiét £an>llme IlL ^m « ^ 

^r ce quifuk i de plu^ i} jpft viiiU>.le au'on peut faire, une. 
fcmblalbie opération en f^ fcrvant au rayon m/ comme 
du rayon mFyce c]ia donneroit un^ autr€ tangente qui 
pafleroît par le point m de toucheroit Tellipte dans ia 
partie ^B. On pourroit inférer de-là que la première coup- 
txuSlion ne fuirait pas pour donner cette tangente ; ce rHeft 
pas là h fins, du Corollaire. La figure feule fuffic pour 
faire voir quç chaquç r^ypç mff ^F donnç également 
les deui^ tangentes. - * ' 

Art. |pt5. Ce VeUipfevérs UJlnduSchotie^on lin l'an- ^ 

gle EDI devient l'angle ËDL > ( ce qui n'eft jpas vrai ) 
il faut lire feulement , le centre Q ft confoM avec le 
point L. Si Von veut déduire cette vérité de notre confirma 
tion générale jvoici le raipmnemeni qu^ il faut faire. PuiC- 
que rangle EDI doit toujoiips être é|;al ài'angle donné 
des diamètres conjuguée > cet angle devknjt droit pour 
les am ; donc IH eïl afer^j^mllele à£^^ & le rayon Dl 
e(l infini ; ce qur retidl}K aulS parallèle à LK ; donc 
puifque le centre G fe détermine en menant par F une 
droite FG parallèle à DK , il eft évident qu'il faudra 
dans le cas préfènt mener par le même point, F une 
droite parallèle à. KL > qui ne peut être que la ligne 
^Lf Se partant le point X cfl le centre demandé > ce qui 
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& voit d'ailleurs tout de fuite à Pinfpedtion de la Ggurci^r 

Art. 224* à Valintâ y on trouve ce quijuk : d«ns la 
foke c— ~^> &c. trouvée pour la valeur de ^, il n^a 

qu'à faire x négatif, ce qui donnejf=c-4-— -4-— ,&c; 

On a enfuite fommé cette fuite comme pour un x pofi* î^ 
fif 9 ce qui a donné une valeur pofitive de l'aire AGHK« ^ 
Oeft pourquoi à V article 23 1 . fai été obligé de prendre en. ':::. 
moins tous les termes de cette fuite. On auroit évité ces deux y 
opérations^ en changeant féiilemeè': ksjignes des termes ^ 

impairs dans la première fuite trouvée x — — Hr > Sec 

ce qui auroit donné pour la formule générale des loga- 1 
rithmes des nombres entiers.ou fir^onaires. L:^=r£x—^ 1 

Fautes moins ejfentieiles à corriger. 1 

Avant'Propûs , pag. îv. TTcl » life^ Telle. Pag. 6. ligne- 1 
20. FFxPG , Uf FPxPG. ^ag. 1 1. après g\ ajoutexz=:o^ [ 
Pag. 1 4^ lig. 1 6' au lieu de mfy lif. mF., 8. %. plus has^ ^ 
au lieu de h même , lif la même chofe. Pag. 4-2. lig. 22. ■. 

QN* ///• QM». P^zgr* 43« <trf* SS^'W* V^^ ^^^ extrémités ' 
N , Q de cette ordonnée des perpendiculaires NS , QR^. ' 
&c. Pûg. 44. vcri le i^ ,.^*t lii^ude OP : : ON , lif ON 

: :OP.P^.64.Qr(-),fi/î5îr {^).P'^.5>^%- " 

lO. tfU Ziew ie PL ylif BLJ.. 1 :, 






BSfe._ 




't 



/^'^- 



l 



I. 



l 






<nâl^ Seconde^ 




